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комп’ютернi методи знаходження та дослiдження розв’язкiв динамiчних си-
стем. Описанi методи знаходження ляпуновських характеристичних показни-
кiв, перерiзiв та вiдображень Пуанкаре, природних iнварiантних мiр, Фур’є–
спектрiв та розмiрностей регулярних та хаотичних атракторiв динамiчних
систем.

Розглянутi питання виникнення, розвитку та зникнення детермiновано-
го хаосу в маятникових системах з обмеженим збудженням. Встановлений
вирiшальний вплив обмеженостi збудження на хаотизацiю таких систем. По-
будованi та ретельно проаналiзованi фазовi портрети, перерiзи та вiдобра-
ження Пуанкаре, розподiли природних iнварiантних мiр та спектральних гу-
стин регулярних та хаотичних атракторiв розглянутих маятникових систем.
Показано iснування рiзних типiв хаотичних атракторiв та описано декiлька
сценарiїв переходу вiд регулярних режимiв до хаотичних.

Призначена для студентiв унiверситетiв, що навчаються за спецiальнiстю
"Математика".
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Роздiл 1

Сучаснi методи нелiнiйної динамiки

1. 1. Вступ

Одним iз самих значних наукових вiдкриттiв двадцятого столiття, поряд

з теорiєю вiдносностi та квантовою фiзикою, є вiдкриття детермiнованого ха-

осу в динамiчних системах [1, 2, 6, 7]. Суть цього вiдкриття полягає в тому,

що повнiстю визначена (детермiнована) динамiчна система, при вiдсутностi

будь-яких випадкових впливiв на неї, починає поводитися непередбаченим

(хаотичним) чином. Однак у цiй непередбачуваностi (хаотичностi) при бiльш

ретельному розглядi вдається виявити ряд закономiрностей у поведiнцi си-

стеми, що вiдрiзняє дане явище вiд класичних випадкових процесiв. Бiльше

того, на вiдмiну вiд класичних випадкових процесiв, явища детермiнованого

хаосу можуть бути вiдтворенi в натурних, лабораторних i чисельних експе-

риментах. Що саме iстотне детермiнований хаос не є винятковим режимом

поведiнки динамiчних систем, навпаки, такi режими спостерiгаються в ду-

же багатьох динамiчних системах, якi розглядаються в математицi, фiзицi,

хiмiї, бiологiї й медицинi. Такi детермiнованi хаотичнi режими найчастiше є

бiльш типовими режимами, чим повнiстю передбачуванi (регулярнi) режи-

ми. Можна сказати, що навколишнiй матерiальний свiт "повнiстю зануре-

ний у хаос". Як з’ясувалося, явища детермiнованого хаосу властивi не тiльки

матерiальному свiту. Останнiм часом такi явища усе частiше описуються в

дослiдженнях з економiки, соцiологiї, фiлософiї, iсторiї. Тому дослiдження
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з хаотичної динамiки є одним з магiстральних шляхiв розвитку сучасного

природознавства.

Явища детермiнованого хаосу можливi тiльки в нелiнiйних системах. То-

му, з вiдкриттям детермiнованого хаосу повнiстю розвiялися iлюзiї, що ранiше

iснували, про можливiсть адекватного опису реальних процесiв за допомогою

лiнiйних математичних моделей. Погляд на нелiнiйнi системи, як на деяке

"косметичне" полiпшення лiнiйних моделей беззастережно iде в минуле. То-

му надзвичайної ваги у сучасних наукових дослiдженнях набувають методи

нелiнiйної динамiки, вивченню яких присвячений даний роздiл.

1. 2. Визначення та класифiкацiя динамiчних систем

Пiд динамiчною системою розумiють будь-який об’єкт або процес, для

якого однозначно визначене поняття стану, як сукупностi деяких величин у

даний момент часу й заданий оператор, який описує еволюцiю початкового

стану в часi. Iсторично поняття динамiчної системи виникло як узагальнення

системи механiчної природи, однак при такому визначеннi бiльшiсть систем

матерiального й не тiльки матерiального свiту пiдпадає пiд поняття "динамi-

чна система". Динамiчнi системи можуть мати механiчну, фiзичну, хiмiчну,

бiологiчну, фiнансову й соцiальну природу. Вони iснують в обчислювальних

процесах i процесах обробки й перетворення iнформацiї, якi здiйснюються

вiдповiдно до конкретних алгоритмiв. Нарештi, динамiчною системою є про-

цес розвитку людського суспiльства в цiлому.

Опис динамiчних систем, у сенсi визначення оператора еволюцiї, також

допускає надзвичайно велику рiзноманiтнiсть. Такий опис може бути про-

ведений за допомогою диференцiальних рiвнянь, дискретних вiдображень,

iнтегральних та iнтегро–диференцiальних рiвнянь, теорiї графiв, теорiї мар-

ковських ланцюгiв i.т.п.

Математична модель динамiчної системи вважається заданою, якщо вве-

денi координати системи, якi дозволяють визначити її стан, i зазначений ево-
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люцiйний оператор, який дозволяє вирiшувати задачу змiни стану системи в

часi. Вiдмiтимо, що однiй i тiй же динамiчнiй системi, в залежностi вiд сте-

пеня наближення, можуть бути поставленi у вiдповiднiсть рiзнi математичнi

моделi. Наприклад, при вивченнi коливань маятника, залежно вiд степеня

облiку рiзних факторiв, ми одержимо рiзнi математичнi моделi, якi опису-

ють якiсно вiдмiннi динамiчнi процеси ( коливання маятника з врахуванням

i без врахування тертя). Ще одним яскравим прикладом iснування рiзних

моделей є математичне моделювання однiєї й тiєї ж довiльної коливальної

системи з врахуванням i без врахування неiдеальностi збудження.

Дуже часто виникають випадки, коли при дослiдженнi реальної систе-

ми в рамках певних припущень створюється її наближена математична мо-

дель, яка надалi використовується для опису динамiчної системи зовсiм iншої

природи. Так рiзнi математичнi моделi, отриманi при описi маятникових си-

стем, успiшно застосовуються для дослiдження оболонок, пластин, кiлець,

для опису коливань вiльної поверхнi рiдини в баках, для моделювання робо-

ти серцевого м’яза, для опису змiни чисельностi бiологiчних популяцiй i.т.п.

У цьому проявляється глибока спiльнiсть динамiчних явищ у матерiальному

свiтi, яка вiдображається єднiстю математичних закономiрностей, що опису-

ють цю спiльнiсть.

Будемо розглядати динамiчнi системи, якi моделюються скiнченим чи-

слом звичайних диференцiальних рiвнянь. Вiдмiтимо, що для таких систем

найбiльшою мiрою збереглися представлення й термiнологiя, якi спочатку

виникли в механiцi. Припустимо, що стан динамiчної системи задається ве-

личинами x1, x2, ..., xn в деякий момент часу t = t0. Величини xi можуть

приймати довiльнi значення, однак двом рiзним наборам величин xi i x′i вiд-

повiдають два строго рiзнi стани динамiчної системи. Далi припустимо, що

математичною моделлю цiєї динамiчної системи є система звичайних дифе-
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ренцiальних рiвнянь:

ẋ1 = X1(x1, x2, ..., xn);

ẋ2 = X2(x1, x2, ..., xn);

................................

ẋn = Xn(x1, x2, ..., xn).

(1.1)

Якщо розглядати величини x1, x2, ..., xn як координати точки x в n–вимiрному

просторi, то виходить наочне геометричне представлення стану динамiчної

системи у виглядi цiєї точки. Таку точку називають зображуючою або фазо-

вою точкою, а простiр станiв – фазовим простором динамiчної системи. Змiнi

стану системи в часi вiдповiдає рух зображучої точки уздовж деякої лiнiї,

яка називається фазовою траєкторiєю або просто траєкторiєю. У фазовому

просторi системи правими частинами рiвнянь (1.1) породжується векторне

поле швидкостей, яке спiвставляє кожнiй точцi x вектор

X(x) = {X1(x1, x2, ..., xn), X2(x2, x2, ..., xn), ..., Xn(x2, x2, ..., xn)},

який виходить з неї. Модуль цього вектора чисельно дорiвнює швидкостi руху

зображуючої точки по траєкторiї. Сам вектор в кожнiй точцi x спрямований

по дотичнiй до фазової траєкторiї.

Таким чином, динамiчна система (1.1) може бути записана в векторнiй

формi:

ẋ = X(x), (1.2)

де ẋ =
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ẋ2

.

.

ẋn
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– вiдповiдно вектори

i вектор–функцiя розмiрностi n.

Далi завжди будемо припускати, що правi частини системи (1.1) є ана-

лiтичними функцiями. Тодi ця система задовольняє умовам теореми Кошi–
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Пiкара (iснування й єдиностi розв’язку задачi Кошi). В такому випадку ко-

жному розв’язку системи (1.1) вiдповiдає одна траєкторiя й через кожну то-

чку фазового простору проходить тiльки одна траєкторiя. Отже перетин двох

рiзних траєкторiй неможливий.

Прирiвняємо правi частини системи (1.1) нулю, тобто розглянемо алге-

браїчну систему рiвнянь:

X1(x1, x2, ..., xn) = 0;

X2(x1, x2, ..., xn) = 0;

. . .

Xn(x1, x2, ..., xn) = 0.

(1.3)

Нехай, x1 = a1, x2 = a2, . . . , xn = an – деякий розв’язок системи (1.3).

Очевидно, що цей розв’язок також буде розв’язком i системи диференцiаль-

них рiвнянь (1.1). Такий розв’язок буде постiйним при змiнi часу t. Йому

вiдповiдає фазова траєкторiя, яка складається з однiєї точки, причому ця

точка нерухома у фазовому просторi. Такi точки називаються положеннями

або станами рiвноваги системи (1.1).

Нехай,

x1 = ϕ1(t), x2 = ϕ2(t), . . . , xn = ϕn(t) (1.4)

– деякий розв’язок системи (1.1), причому iснує таке додатне число T , що

для довiльного t мають мiсце рiвностi

ϕi(t+ T ) = ϕi(t), i = 1, 2, ..., n,

однак при |τ1 − τ2| < T , хоча б для одного i = 1, 2, ..., n має мiсце нерiвнiсть

ϕi(τ1) 6= ϕi(τ2). У цьому випадку траєкторiя, яка вiдповiдає розв’язку (1.4),

буде замкненою лiнiєю у фазовому просторi. Така траєкторiя називається ци-

клом. Сам розв’язок (1.4) називається перiодичним розв’язком. Цей розв’язок

називається iзольованим перiодичним розв’язком, а його траєкторiя називає-

ться граничним циклом, якщо iснує таке число ε > 0, що для будь-якої точки
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M(x1, ..., xn) фазового простору, яка перебуває вiд циклу на вiдстанi меншiй

нiж ε, розв’язок системи (1.1), який проходить через точку M(x1, ..., xn) не

є перiодичним. Геометрично це означає, що у фазовому просторi поблизу за-

мкненої траєкторiї не проходять iншi замкненi траєкторiї.

У теорiї диференцiальних рiвнянь доведено, що в системи (1.1) є три

види траєкторiй:

1. Положення рiвноваги, якi складаються з однiєї нерухомої точки в фа-

зовому просторi;

2. Цикли, якi є замкненими лiнiями у фазовому просторi;

3. Траєкторiї без самоперетинiв (незамкненi траєкторiї).

Далi дамо бiльш строге визначення динамiчної системи. Таке визначення

складається з трьох компонентiв:

1. Метричного просторуD, який називається фазовим простором. Зокре-

ма фазовий простiр може збiгатися з усiм n – вимiрним евклiдовим простором

Rn.

2. Часу t, який може бути неперервним, тобто t ∈ R1, або дискретним,

тобто t ∈ Z (усi цiлi числа).

3. Закону (оператора) еволюцiї, тобто вiдображення будь-якої заданої то-

чки x у фазовому просторiD i будь-якого значення t в однозначно визначений

стан ϕ(t, x) ∈ D, який задовольняє теоретико–груповим властивостям:

3.1. ϕ(0, x) = x;

3.2. ϕ(t1, ϕ(t2, x)) = ϕ(t1 + t2, x);

3.3. ϕ(t, x) неперервне по (t, x).

Якщо змiнна t неперервна, то зазначенi умови визначають неперервну

динамiчну систему або потiк. Iнакше кажучи, потiк – це однопараметрична

група гомеоморфiзмiв фазового простору D. Фiксуючи x i змiнюючи t вiд

−∞ до +∞, одержимо орiєнтовану криву, яка називається фазовою траєкто-

рiєю. Класифiкацiя траєкторiй збiгається з вищенаведеною класифiкацiєю

для систем диференцiальних рiвнянь.

Якщо змiнна t ∈ Z, то умови 3.1.–3.3. визначають дискретну динамiчну
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систему або каскад. Каскади володiють наступною властивiстю. Розглянемо

гомеоморфiзм ϕ(1, x) i позначимо його через ψ(x). Очевидно, що ϕ(t, x) =

ψt(x), де

ψt = ψ(ψ(...(ψ(x)))).

Отже, для визначення каскаду досить визначити тiльки гомеоморфiзм ψ :

D → D.

Для дискретної динамiчної системи послiдовнiсть {xk}
k=+∞
k=−∞, де xk+1 =

ψ(xk), називається траєкторiєю точки x0. Iснують три типи траєкторiй:

1. Точка x0. Ця точка є нерухомою точкою гомеоморфiзму ψ(x), тобто

вiдображається за допомогою ψ(x) у себе;

2. Цикл (x0, . . . , xk−1), де xi = ψi(x0), i = 0, . . . , k − 1, а x0 = ψk(x0).

Крiм того, xi 6= xj при i 6= j. Число k називається перiодом циклу, а кожна

точка xi – перiодичною з перiодом k. Помiтимо, що нерухома точка також є

перiодичною й має перiод рiвний 1;

3. Нескiнченна в обидва боки траєкторiя, тобто послiдовнiсть {xk}
k=+∞
k=−∞,

де xi 6= xj при i 6= j. Таку послiдовнiсть будемо називати незамкнутою.

Тепер зупинимося на класифiкацiї динамiчних систем. У першу чергу ди-

намiчнi системи класифiкуються залежно вiд виду оператора еволюцiї ϕ(t, x).

Оператори еволюцiї класифiкуються вiдповiдно до їхнiх властивостей i за

формою завдання. Якщо оператор володiє властивiстю суперпозицiї, то вiн i

вiдповiдна динамiчна система називаються лiнiйними. Якщо оператор – не-

лiнiйний, то й вiдповiдна динамiчна система називається нелiнiйною.

Способи визначення оператора еволюцiї ϕ(t, x) також можуть вiдрiзня-

тися. Його можна задавати у виглядi диференцiального або iнтегрального

перетворення, у виглядi матрицi або таблицi, дискретного вiдображення, мар-

ковського ланцюга й.т.п.

За енергетичною ознакою динамiчнi системи дiляться на консервативнi

й дисипативнi. Консервативнi системи характеризуються незмiнним у часi

запасом енергiї. У фiзицi їх називають гамiльтоновими. Динамiчнi системи,
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енергiя яких зменшується iз часом внаслiдок тертя, розсiювання та iнших

факторiв, називаються дисипативними. Переважна бiльшiсть реальних ди-

намiчних систем є дисипативними.

Серед динамiчних систем особливо важливу роль вiдiграють системи,

у яких можливi тi або iншi коливання. Такi динамiчнi системи називають

коливальними. Серед них видiляється особливий клас так званих автоколи-

вальних систем, якi принципово нелiнiйнi й дисипативнi. Автоколивальною

називають динамiчну систему, яка перетворює енергiю джерела збудження в

енергiю незатухаючих коливань, причому основнi характеристики коливань

(амплiтуда, частота, форма й.т.п.) визначаються параметрами системи й, у

певних границях, не залежать вiд початкового стану системи.

1. 3. Граничнi множини динамiчних систем. Поняття див-

ного атрактора

Припустимо, що дослiджувана динамiчна система описується системою

звичайних диференцiальних рiвнянь (1.2):

ẋ = X(x),

де x вектор з компонентами x1, x2, ..., xn, а X(x) вектор–функцiя з компонен-

тами X1(x1, x2, ..., xn) , X2(x1, x2, ..., xn) , ..., Xn(x1, x2, ..., xn). Нехай початко-

вий стан системи (1.2) задається вектором x0 с компонентами x10, x20, . . . , xn0.

Припустимо, що в фазовому просторi динамiчної системи iснують двi мно-

жини B i A ⊂ B. Причому B сукупнiсть усiх точок x0 фазового простору,

для яких x ∈ A при t → +∞ або t → −∞. У цьому випадку множина A

називається граничною множиною динамiчної системи.

Розглянемо можливi типи граничних множин дисипативної динамiчної

системи, якi можуть iснувати в обмеженiй областi фазового простору.

Якщо всi точки x0 ∈ B прямують до A при t → +∞, то гранична

множина є притягувальною й називається атрактором. Вiдповiдно множина

11



B називається басейном притягання атрактора.

Якщо всi точки x0 ∈ B прямують до A при t → −∞, та гранична

множина є вiдштовхувальною й називається репелером.

Множина B може складатися iз двох пiдмножин, W s i W u, причому то-

чки, якi належатьW s, прямують до A у прямому часi, у той же час точки, якi

належатьW u, прямують до A у зворотному часi. У цьому випадку A називає-

ться сiдловою множиною або просто сiдлом. Множини W s i W u називаються,

вiдповiдно, стiйким i нестiйким многовидами сiдла.

Найпростiшою граничною множиною динамiчної системи, яка складає-

ться з однiєї точки, є положення рiвноваги. Воно може бути атрактором (стiй-

кий вузол, стiйкий фокус), репелером (нестiйкий вузол, нестiйкий фокус) або

сiдлом. Причому в сiдла стiйким i нестiйким многовидами є, вiдповiдно, його

стiйка й нестiйка сепаратриси. На рис. 1.1 показанi, злiва направо, атрактор

(стiйкий фокус), репелер (нестiйкий фокус) i сiдло.

Рис. 1.1: Положення рiвноваги: атрактор, репелер i сiдло.

Вiдмiтимо, що точка типу центр не є нi атрактором, нi репелером, нi сi-

длом, тому що вiдсутня будь-яка множина точок, якi наближаються до цен-

тру в прямому або зворотному часi. Точка типу центр – це особливий випадок

граничної множини, для якої A = B.

У свою чергу, граничний цикл динамiчної системи буде атрактором,

якщо вiн стiйкий, i репелером, якщо вiн цiлком нестiйкий. Напiвстiйкий гра-

ничний цикл є сiдлом i називається сiдловим. На рис. 1.2 зображенi злiва

направо: граничний цикл, який є атрактором, граничний цикл, який є репеле-

ром i сiдловий граничний цикл. В зображеного на цьому малюнку гранично-

го циклу стiйкий й нестiйкий многовиди розташовуються, вiдповiдно, зовнi й
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усерединi циклу. Таким чином, атрактор – це гранична множина у фазовому

Рис. 1.2: Граничний цикли: атрактор, репелер i сiдловий.

просторi, до якого притягаються всi iншi траєкторiї з басейну притягання.

Пiдкреслимо, що атрактори iснують тiльки в дисипативних системах.

Рух у дисипативних системах доцiльно роздiлити на два класи: клас

перехiдних, нестацiонарних рухiв, якi вiдповiдають процесу переходу вiд по-

чаткової до граничної множини станiв, i клас усталених, стацiонарних рухiв,

фазовi траєкторiї яких належать граничним множинам. Часто точну грани-

цю мiж цими класами рухiв провести неможливо. Ця границя залежить вiд

точностi проведених обчислень при розв’язку конкретної задачi.

У загальнiй теорiї динамiчних систем доведено, що дисипативна динамi-

чна система може мати наступнi типи атракторiв:

1. положення рiвноваги (точки у фазовому просторi);

2. граничнi цикли (замкненi лiнiї у фазовому просторi);

3. квазiперiодичнi атрактори (тороїдальнi поверхнi у фазовому просторi).

Вище перерахованi атрактори називаються регулярними. Їм вiдповiда-

ють повнiстю передбачуванi в часi рухи дисипативних динамiчних систем.

Довгий час вважалося, що тiльки такi типи атракторiв iснують у динамiчних

системах. Однак в 60–х роках минулого столiття були вiдкритi зовсiм новi

типи атракторiв у динамiчних системах. Виявилося, що рух повнiстю визна-

ченої (детермiнованої) динамiчної системи може стати зовсiм непередбачу-

ваним (хаотичним). Причому, що особливо важливо, ця непередбачуванiсть

пояснюється властивостями самої динамiчної системи, а не будь-яким зов-

нiшнiм хаотичним впливом. Однак, при всiй своїй непередбачуваностi, такi

рухи мають ряд чiтких кiлькiсних i якiсних закономiрностей (передбачувано-
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стей), що суттєво вiдрiзняє їх вiд класичних стацiонарних випадкових проце-

сiв. Тому для позначення таких типiв рухiв динамiчних систем став уживати-

ся парадоксальний термiн – "детермiнований хаос" . В свою чергу, для рухiв

описуваних регулярними атракторами став уживатися термiн – "порядок" .

Математичним образом детермiнованого хаосу у фазовому просторi є

складним чином улаштованi притягувальнi множини, фазовi траєкторiї яких

не належать до жодного типу регулярних атракторiв. Фазовi траєкторiї пред-

ставляються у виглядi нескiнченної лiнiї, яка нiде не перетинається, не зали-

шає при t→ +∞ замкненої областi й не притягається до регулярних атракто-

рiв. Зображуюча точка траєкторiї час вiд часу повертається в окiл, довiльно

обраного на траєкторiї початкового стану, однак цi повернення непередбачу-

ванi й мають вигляд випадкової послiдовностi. Такi атрактори називаються

дивними (хаотичними). Отже, з однiєї сторони є непередбачуванiсть положе-

ння зображуючої точки траєкторiї на атракторi в заданий момент часу, а з

iншої сторони – у наявностi передбачуванiсть, тому що точно вiдомо, що ця

точка належить атрактору.

1. 4. Типи стiйкостi траєкторiй

Знову розглянемо динамiчну систему, задану системою диференцiальних

рiвнянь у векторному виглядi (1.2):

ẋ = X(x),

i припустимо, що її стан задається n – вимiрним вектором x(t), а вектор-

функцiя X(x) вiдображає n – вимiрний евклiдовий простiр Rn у себе. Як

було встановлено в численних дослiдженнях, основним механiзмом виникне-

ння детермiнованого хаосу є нестiйкiсть за Ляпуновим траєкторiй атрактора.

Тому познайомимося зi стiйкiстю за Ляпуновим та з iншими типами стiйкостi

системи (1.2).

Не обмежуючи загальностi, в подальшому початковим моментом часу

14



будемо вважати t = 0. Позначимо, вiдповiдний початковому часу стан систе-

ми (1.2) через x0. Точка x0, а також вихiдна з неї траєкторiя x(t) називаються

стiйкими за Лагранжем, якщо траєкторiя x(t) завжди, при всiх t > 0, залиша-

ється в деякiй обмеженiй областi фазового простору. Iншими словами, iснує

така константа M , що для всiх t > 0 виконується нерiвнiсть ‖ x(t) ‖< M, де

‖ x(t) ‖, як правило, звичайна евклiдова норма:

‖ x(t) ‖=
√

x21 + x22 + ...+ x2n.

Тут x1, ..., xn – компоненти вектора x.

Точка n – вимiрного фазового простору y називається ω – граничною

точкою фазової траєкторiї x(t), якщо можна вказати таку послiдовнiсть мо-

ментiв часу tk → +∞, що lim
k→+∞

x(tk) = y. Аналогiчно точка z називається α –

граничною, якщо можна вказати таку послiдовнiсть моментiв часу tk → −∞,

що lim
k→+∞

x(tk) = z. Множина всiх ω – граничних точок називається ω – гра-

ничною множиною даної траєкторiї й позначається через Ωx. Вiдповiдно мно-

жина всiх α – граничних точок називається α – граничною множиною даної

траєкторiї й позначається через Ax. Траєкторiя x(t) називається стiйкою за

Пуассоном, якщо кожна її точка є ω – граничною й α – граничною, тобто

x(t) ∈ Ωx

⋂

Ax.

З визначення стiйкостi за Пуассоном випливає, що будь-який усталений

режим коливань (як регулярний, так i хаотичний) нелiнiйних дисипативних

систем представляється траєкторiями стiйкими за Пуассоном. Зворотне твер-

дження невiрне. Дiйсно, не кожна стiйка за Пуассоном траєкторiя представ-

ляє режим динамiки, який можна вважати усталеним. Це зв’язане з тим, що

сама по собi властивiсть стiйкостi за Пуассоном ще нiчого не говорить про

те, як поводяться сусiднi траєкторiї, чи притягаються вони до вихiдної або

вiддаляються вiд неї. Однак завiдомо справедливо, що траєкторiї, якi вiдпо-

вiдають перехiдним процесам, не є стiйкими за Пуассоном.

Розглянемо кiлька прикладiв рiзних типiв траєкторiй. Самою простою

траєкторiєю є положення рiвноваги. Така траєкторiя складається тiльки з
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однiєї точки й, очевидно, стiйка за Пуассоном.

Якщо розглянути траєкторiю вiдмiнну вiд нерухомої точки, то, як ви-

пливає з визначення, стiйкою за Пуассоном вона буде в тому випадку, якщо

має властивiсть повертатися в як завгодно малий окiл кожної своєї точки

нескiнченне число раз. Повернення траєкторiї в ε – окiл довiльно обраної на

нiй початкової точки називається поверненням Пуанкаре.

Тепер розглянемо граничний цикл. Очевидно, що повернення Пуанкаре,

в довiльно обрану початкову точку циклу, будуть фiксуватися перiодично з

як завгодно великою точнiстю (рис. 1.3а). Час повернення T у цьому випадку

буде просто перiодом циклу. Вiн не залежить вiд вибору ε, принаймнi, для

досить малих ε.

Розглянемо наступний приклад. Припустимо, що для будь-якого зада-

ного ε можна вказати перiод повернення T (ε), один i той же для довiльної

початкової точки на данiй траєкторiї, причому при ε → 0 цей перiод прямує

до нескiнченностi. Отже, повернення з даним ступенем точностi слiдують

одне за iншим регулярно, iз правильною перiодичнiстю, однак перiод зро-

стає, якщо ми бажаємо збiльшити точнiсть порiвняння станiв (рис. 1.3б). Як

вiдомо, такi рухи називаються квазiперiодичними. Зокрема, до них належить

суперпозицiя двох перiодичних коливань iз рацiонально не порiвнянними ча-

стотами. У фазовому просторi цьому типу руху вiдповiдає траєкторiя, яка

всюди щiльно покриває тороiдальну поверхню.

I нарештi, детермiнований хаос – це така ситуацiя, коли повернення Пу-

анкаре в ε – окiл початкової точки вiдбуваються без ознак регулярностi, а

iнтервал часу мiж двома послiдовними поверненнями кожного разу iнший. У

пiдсумку спостерiгається деяка хаотична послiдовнiсть часу таких повернень

(рис. 1.3в). Хаотичнiсть таких повернень може допомогти нам iдентифiкува-

ти той факт, що в динамiчнiй системi iснує дивний атрактор.

Вiдмiтимо, що визначення стiйкостi по Лагранжу й Пуассону, характери-

зують будь-яку окремо узяту траєкторiю й нiчого не говорять про поведiнку

близьких до неї траєкторiй. Таку поведiнку описує стiйкiсть за Ляпуновим.
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Рис. 1.3: Повернення Пуанкаре.

Припустимо, що система (1.2) при стартi iз точки x0 породжує траєкторiю

x(t), при стартi iз точки y0 – траєкторiю y(t). Траєкторiя x(t) називається

стiйкою за Ляпуновим, якщо для довiльного, як завгодно малого ε > 0, iснує

таке δ > 0, що для будь-якої стартової точки y0, яка задовольняє нерiвностi

‖ y0 − x0 ‖< δ,

при всiх t > 0 виконується нерiвнiсть

‖ y(t)− x(t) ‖< ε.

Таким чином, якщо двi траєкторiї близькi в початковий момент часу, то вони

залишаються близькими й у будь-який наступний момент часу.

Траєкторiя x(t) називається асимптотично стiйкою, якщо вона стiйка за

Ляпуновим й lim
t→+∞

‖ y(t)− x(t) ‖= 0.
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Наочна iлюстрацiя рiзних типiв стiйкостi наведена на рис. 1.4. Лiворуч

показана траєкторiя стiйка за Лагранжем. Вона увесь час залишається в за-

мкненiй областi. У центрi траєкторiя стiйка за Пуассоном. Вона багаторазово

повертається в ε – окiл стартової точки. Нарештi, праворуч траєкторiя стiйка

за Ляпуновим. Двi близькi в початковий момент часу траєкторiї назавжди

залишаються близькими.

а б в

Рис. 1.4: Стiйкiсть за Лагранжем (а), Пуассоном (б) i Ляпуновим (в).

Надалi, якщо противне не застережене спецiально, пiд стiйкiстю будемо

розумiти стiйкiсть за Ляпуновим.

Має мiсце наступна теорема, яку наведемо без доказу.

Теорема. Якщо усталена неперiодична траєкторiя стiйка за Пуассоном

та за Ляпуновим, то вона квазiперiодична.

Iз цiєї теореми вiдразу випливає, що всi регулярнi атрактори динамiчних

систем (положення рiвноваги, граничнi цикли й квазiперiодичнi атрактори)

стiйкi як за Пуассоном, так i за Ляпуновим. У свою чергу, всi дивнi атрактори

динамiчних систем стiйкi за Пуассоном i нестiйкi за Ляпуновим.

1. 5. Спектр ляпуновських характеристичних показни-

кiв

Розглянемо динамiчну систему у векторнiй формi (1.2). Нехай x(t) деяка

фазова траєкторiя цiєї системи, яку ми будемо називати незбуреною. Далi,
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нехай y(t) = x(t)+ x̃(t) – близька до незбуреної траєкторiя, яка реалiзується

при незначно змiненiй початковiй умовi. Назвемо траєкторiю y(t) збуреною.

Тодi еволюцiя малого збурення x̃(t) у лiнiйному наближеннi описується рiв-

нянням першого наближення:

˙̃x = A(t)x̃, (1.5)

де матриця A(t) має вигляд:

A(t) =
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.

Для системи (1.5) має мiсце теорема.

Теорема Ляпунова. Нехай iснує така константа M , що для всiх еле-

ментiв Aij матрицi A i для довiльного T ,

1

T

T
∫

0

|Aij(t)|dt ≤M,

тодi

1. Для будь-якого розв’язку x̃(t) рiвняння (1.5) iснує ляпуновський ха-

рактеристичний показник – дiйсне число, вiдмiнне вiд ±∞, яке визначається

за формулою:

λx̃(t) = lim
T→∞

1

T
ln ‖ x̃(T ) ‖; (1.6)

2. При множеннi розв’язку на константу C ляпуновський характеристи-

чний показник не змiнюється

λCx̃(t) = λx̃(t); (1.7)
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3. Ляпуновський характеристичний показник лiнiйної комбiнацiї двох

розв’язкiв не перевищує бiльшого з показникiв цих двох розв’язкiв

λC1x̃1(t)+C2x̃2(t) ≤ max(λx̃1(t), λx̃2(t)); (1.8)

4. Iснує n лiнiйно незалежних розв’язкiв x̃i(t) (фундаментальна система

розв’язкiв) рiвняння (1.5), яким вiдповiдає n ляпуновських характеристичних

показникiв, якi нумеруються в порядку спадання λ1, λ2, ..., λn.

Доведення цiєї теореми наведене в багатьох класичних курсах стiйкостi

руху.

Набiр чисел {λ1, λ2, ..., λn} називається спектром ляпуновських характе-

ристичних показникiв (ЛХП). Найбiльше iз цих чисел λ1 називається стар-

шим ляпуновським показником. Спектр ЛХП слiд розглядати як характе-

ристику лiнiйної системи рiвнянь (1.5) у цiлому, а не якого-небудь одного

розв’язку x̃(t), оскiльки розв’язок не залежить вiд вибору фундаменталь-

ної системи {x̃i(t)}. У силу (1.7)–(1.8) для будь-якого розв’язку x̃(t) ля-

пуновським характеристичним показником обов’язково буде одне з чисел

{λ1, λ2, ..., λn}.

Тепер повернемося до вихiдної нелiнiйної системи рiвнянь (1.2). Для ко-

жної траєкторiї x(t) система першого наближення (1.5) дає цiлком певний

спектр ЛХП. Присутнiсть в цьому спектрi показника λ означає, у силу (1.6),

що iснує таке збурення вихiдної траєкторiї, яке еволюцiонує в часi, у лiнiй-

нiм наближеннi, як eλt. Отже, присутнiсть у спектрi хоча б одного додатного

показника означає нестiйкiсть розглянутої траєкторiї. Якщо всi показники

вiд’ємнi, то це свiдчить про асимптотичну стiйкiсть траєкторiї.

Можна довести, що для положення рiвноваги системи (1.2) спектр ЛХП

складається з дiйсних частин власних чисел матрицi системи першого на-

ближення. Для граничного циклу системи (1.2) спектр ЛХП визначається за

формулою:

λi =
ln |ρi|

T
, i = 1, ..., n

де ρi – мультиплiкатор граничного циклу, а T – його перiод.
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Дотепер, говорячи про спектр ЛХП, ми приписували його деякiй фазовiй

траєкторiї. Задамося тепер бiльш загальним питанням про стiйкiсть динамi-

чної системи в усталеному режимi, що диктує необхiднiсть визначення спе-

ктра ЛХП атрактора. Якщо атрактор являє собою положення рiвноваги або

граничний цикл, то вiн складається з однiєї траєкторiї й уже визначений нами

спектр, природно, буде спектром ЛХП такого атрактора. Якщо ж атрактор

складається з множини траєкторiй, як, наприклад, тор або дивний атрактор,

то виникає далеко не очевидне питання, чи можливо приписати атрактору в

цiлому спектр якої-небудь траєкторiї цього атрактора. Отут на допомогу при-

ходить мультиплiкативна ергодична теорема В.Оселедця, яка стверджує, що

типова, взята навмання, траєкторiя на атракторi з одиничною ймовiрнiстю

буде мати цiлком визначений спектр ЛХП, який можна приписати атрактору

в цiлому.

Спектр ЛХП атрактора дисипативної динамiчної системи повинен задо-

вольняти наступним вимогам:

1. Сума всiх n показникiв повинна бути вiд’ємною
n

∑

i=1

λi < 0.

Це умова дисипативностi, завдяки якiй атрактор є притягувальною грани-

чною множиною нульової мiри у фазовому просторi;

2. В атрактора, вiдмiнного вiд положення рiвноваги, обов’язково повинен

бути хоча б один нульовий показник.

Дiйсно, розглянемо двi траєкторiї на атракторi, якi стартують, вiдпо-

вiдно, з точок x0 = x(t0) i y0 = x(t0 + ∆t), де часовий зсув ∆t вважається

малим. По припущенню, атрактор не є положенням рiвноваги, тому y0 не збi-

гається з x0. Обидвi зображуючi точки слiдують по однiй траєкторiї, тобто

вiдрiзняються тiльки часовим зсувом, тому

y(t)− x(t) = x(t+∆t)− x(t) ≈ ẋ(t)∆t = X(x)∆t.

Однак правi частини системи (1.2) обмеженi по нормi, ‖ X(x) ‖< M , тому
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‖ X(x)∆t ‖< M |∆t|. Таким чином, ляпуновський характеристичний пока-

зник для збурення типу зсуву траєкторiй дорiвнює:

lim
T→∞

1

T
ln ‖ y(T )− x(T ) ‖= lim

T→∞

1

T
lnM |∆t| = 0.

Припустимо, що ляпуновськi характеристичнi показники упорядкованi

по спаданню. Будемо позначати додатний показник знаком ′+′, вiд’ємний –

знаком ′−′, а нульовий – нулем. Тодi атрактору динамiчної системи у фа-

зовому просторi розмiрностi n буде вiдповiдати набiр з n знакiв, який ми

будемо називати сигнатурою спектра ЛХП. Вивчимо якими можуть бути цi

сигнатури при рiзних розмiрностях фазового простору.

При n = 1 можливий тiльки один варiант сигнатури 〈−〉, що вiдповiдає

атрактору у виглядi нерухомої точки – асимптотично стiйкому положенню

рiвноваги.

При n = 2 можливi тiльки два варiанти сигнатури:

〈−,−〉 – стiйке положення рiвноваги;

〈0,−〉 – граничний цикл.

Покажемо, що при n = 2 усi iншi варiанти сигнатур неможливi. Дiйсно,

сигнатури 〈+, 0〉, 〈0, 0〉 неможливi, тому що такi сигнатури суперечать умовi

дисипативностi (сума ляпуновських показникiв не буде вiд’ємною). Варiант

〈+,−〉 також виключений, тому що положення рiвноваги з такою сигнатурою

нестiйке й не є атрактором. Якщо ж атрактор не є положенням рiвноваги,

то така сигнатура виключена в силу умови обов’язкової наявностi, в цьому

випадку, нульового показника.

Можливiсть виникнення атрактора з додатним ляпуновським характе-

ристичним показником виникає, починаючи з розмiрностi фазового простору

n = 3. Тут можливi такi варiанти сигнатур:

〈−,−,−〉 – стiйке положення рiвноваги;

〈0,−,−〉 – граничний цикл;

〈0, 0,−〉 – двовимiрний тор;

〈+, 0,−〉 – дивний атрактор.
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Усi iншi варiанти сигнатур суперечать або умовi дисипативностi, або –

необхiдностi наявностi нульового показника для атракторiв, якi не є нерухо-

мими точками, або – визначенню атрактора.

При зростаннi розмiрностi фазового простору число можливих варiантiв

сигнатур суттєво зростає. Наприклад, при n = 4 крiм дивного атрактора з

одним додатним ляпуновським показником 〈+, 0,−,−〉 може iснувати дивний

атрактор iз двома додатними показниками 〈+,+, 0,−〉. Дивнi атрактори, якi

мають у спектрi ЛХП бiльш одного додатного показника, називаються гiпер-

хаотичними.

Таким чином, для динамiчних систем, якi описуються автономними ди-

ференцiальними рiвняннями, ми прийшли до фундаментального висновку –

принципова можливiсть реалiзацiї дивного атрактора починається з розмiр-

ностi фазового простору n = 3. На фазовiй площинi iснування дивних атра-

кторiв неможливо.

До речi, неможливiсть дивного атрактора на площинi може бути дове-

дена такими простими мiркуваннями. Будь-який атрактор, у тому числi й

дивний, повинен бути стiйким за Лагранжем (розташовуватися в обмеженiй

областi фазового простору) i за Пуассоном (зображуюча точка повинна не-

скiнчену кiлькiсть разiв повертатися в ε – окiл стартової точки траєкторiй

атрактора). На фазовiй площинi це обов’язково призведе до самоперетину

траєкторiї, що суперечить теоремi Кошi–Пiкара. Отже, дивний атрактор на

фазовiй площинi не може iснувати.

Наявнiсть у спектрi ЛХП додатного показника є одним з основних крите-

рiїв iдентифiкацiї дивних атракторiв у конкретних прикладних динамiчних

системах. Тому дуже важливо вмiти обчислювати спектр ЛХП або хоча б

старший показник спектра. На жаль, для бiльшостi практичних динамiчних

систем безпосереднє обчислення показника по формулi

λ = lim
T→∞

1

T
ln ‖ x̃(T ) ‖ (1.9)

неможливо, тому що траєкторiя атрактора не може бути знайдена для до-
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вiльної системи за допомогою квадратурних формул. Тому для пiдрахунку

ляпуновських характеристичних показникiв доводиться застосовувати мето-

дики, заснованi на чисельних методах. Однiєю з найбiльш застосовуваних

таких методик є алгоритм Бенеттiна й iн.

Отже, знову розглянемо динамiчну систему (1.2):

ẋ = X(x).

Процедура обчислення старшого ляпуновского показника починається з по-

будови чисельного розв’язку системи (1.2) на iнтервалi часу, достатньому

для того, щоб набути впевненостi у виходi траєкторiї x(t) на атрактор, тобто

вiдкидаються фазовi координати траєкторiї, вiдповiднi до перехiдного про-

цесу. Тривалiсть перехiдного процесу не пiдкоряється яким-небудь загаль-

ним закономiрностям i тому її доводиться визначати iндивiдуально для ко-

жної конкретної задачi. У якостi розрахункового чисельного методу найчастi-

ше застосовується метод Рунге–Кутти четвертого або п’ятого порядку. Для

збiльшення точностi розрахункiв доцiльно використовувати змiнний часовий

крок рахунку, проводячи корекцiю цього кроку iз застосуванням коригуваль-

ної процедури Дормана–Прiнса. Це дозволяє добитися локальної погрiшностi

обчислень порядку O(10−12). Кiнцеву точку цього чисельного розрахунку по-

значимо через x0 i приймемо її за початкову точку траєкторiї на атракторi.

Потiм виводимо систему рiвнянь першого наближення:

˙̃x =
∂X

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x(t)

x̃. (1.10)

Далi будемо спiльно вирiшувати системи рiвнянь (1.2) i (1.10). Причому

для системи рiвнянь (1.2) у якостi початкової точки беремо x0, а для системи

(1.10) – деяку точку x̃0, для якої виконується спiввiдношення ‖ x̃0 ‖= 1.

Наприклад, у якостi початкового вектора збурювання можна вибрати вектор

x̃0 = {1, 0, 0, ..., 0}. Задамо деякий часовий iнтервал T i розв’яжемо чисельно

системи (1.2) та (1.10), знайшовши вектор стану i його збурення в момент

часу T : x(T ) = x1, x̃(T ) = x̃1.
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Тепер перевизначимо вектор збурення так, щоб його напрямок залишав-

ся незмiнним, а норма рiвнялася вихiдному значенню 1, тобто покладемо

x̃0
1 =

x̃1

‖ x̃1 ‖
. Необхiднiсть такого перенормування пов’язана з тим, що в тому

випадку, коли траєкторiя нестiйка (наприклад, належить дивному атракто-

ру), амплiтуда збурення дуже швидко прямує до нескiнченностi й без вико-

нання перенормування вiдбудеться переповнення регiстрiв комп’ютера, вна-

слiдок чого комп’ютер зупиниться.

Далi знову продовжуємо процедуру чисельного розв’язку системи (1.2) з

початковою точкою x1 i систему (1.10) з початковою точкою x̃0
1. Вiдшукавши

вектор стану й вектор збурення в момент 2T : x(2T ) = x2, x̃(2T ) = x̃2 пе-

ревизначаємо вектор збурення x̃0
2 =

x̃2

‖ x̃2 ‖
. Потiм багаторазово повторюємо

аналогiчну процедуру знаходження розв’язкiв i перенормування.

Якiсно алгоритм Бенеттiна можна проiлюструвати за допомогою насту-

пного рисунка.

Рис. 1.5: Якiсна схема алгоритму Бенеттiна.

Якщо початкова точка x0 належить типовiй траєкторiї атрактора, а по-

чаткове збурення x̃0 взяте навмання, то еволюцiя амплiтуди збурення буде

визначатися, мабуть, старшим ляпуновським характеристичним показником.

На пiдставi формули (1.9) приблизно одержимо:

λ1 ≈
1

KT

K
∑

i=1

ln ‖ x̃i ‖ . (1.11)

При цьому число крокiв K повинно бути досить великим. Практично ми за-

кiнчуємо чисельнi обчислення, коли значення величини λ1 стає незмiнним
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пiсля деякої, наперед обраної, кiлькостi знакiв пiсля десяткової роздiльної

точки. Далi описану процедуру бажано повторити кiлька разiв з рiзними по-

чатковими умовами для вектора стану й вектора збурення та провести стати-

стичну обробку отриманих результатiв. Довжина iнтервалу перенормування

T вибирається iндивiдуально для кожної конкретної задачi. При комп’ютер-

них обчисленнях ця величина, з одного боку, не повинна бути дуже великою,

щоб не настало переповнення регiстрiв комп’ютера, а з iншого боку, не по-

винна бути дуже малою, щоб уникнути дуже тривалого часу обчислень.

Тепер перейдемо до процедури обчислення повного спектра ЛХП атра-

ктора. Для обчислення залишившихся ляпуновських показникiв необхiдно

розраховувати еволюцiю вiдповiдного числа векторiв збурення уздовж роз-

глянутої фазової траєкторiї. Якщо проводити розрахунки по вищеописаному

алгоритму Бенеттiна й iн., то в будь-якому векторi збурення, при досить ве-

ликому часi чисельного розрахунку, буде домiнувати складова з максималь-

ним ляпуновським показником. Тому для розрахункiв наступних показникiв

необхiдно модифiкувати розрахунковий алгоритм. Такий узагальнений алго-

ритм був запропонований Бенеттiном i iн. В узагальненому алгоритмi пере-

нормування векторiв збурення супроводжується їхньою ортогоналiзацiєю за

Грамом-Шмiдтом.

Опишемо узагальнений алгоритм Бенеттiна й iн. на прикладi системи з

розмiрнiстю фазового простору n = 3. У цьому випадку спектр ЛХП склада-

ється з трьох показникiв. Чисельно вирiшуємо вихiдну систему рiвнянь (1.2)

на iнтервалi часу, достатньому для того, щоб набути впевненостi в завер-

шеннi перехiдного процесу й виходi траєкторiї на атрактор. Потiм вихiдну

систему рiвнянь (1.2) доповнюємо трьома iдентичними копiями її рiвнянь

першого наближення (1.10). Далi починаємо чисельно вирiшувати цi чоти-

ри системи. Причому в якостi початкових векторiв збурень задаємо набiр

векторiв x̃0
0, ỹ

0
0, z̃

0
0, якi утворюють ортонормовану систему векторiв. Напри-

клад, завжди можемо вибрати такi вектори, x̃0
0 = {1, 0, 0}, ỹ0

0 = {0, 1, 0},

z̃00 = {0, 0, 1}. Через якийсь час T траєкторiя системи (1.2) прийде в точку
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x1, вектори збурень, вiдповiдно, будуть рiвнятися x̃1, ỹ1, z̃1. Перенормуємо

їх i ортогоналiзуємо за Грамом-Шмiдтом:

x̃0
1 =

x̃1

‖ x̃1 ‖
;

ỹ′
1 = ỹ1 − (ỹ1, x̃

0
1)x̃

0
1, ỹ

0
1 =

ỹ′
1

‖ ỹ′
1 ‖

;

z̃′1 = z̃1 − (z̃1, x̃
0
1)x̃

0
1 − (z̃1, ỹ

0
1)ỹ

0
1, z̃

0
1 =

z̃′1
‖ z̃′1 ‖

.

(1.12)

Тут (., .) означає скалярний добуток векторiв. Далi продовжуємо чисельнi

розрахунки, вiдправляючись вiд точки x1 i векторiв збурень x̃0
1, ỹ

0
1, z̃

0
1. По-

тiм через черговий iнтервал часу T одержимо новий набiр векторiв збурень

x̃2, ỹ2, z̃2, який знову ортогоналiзуємо i перенормуємо вiдповiдно до проце-

дури (1.12). Описана послiдовнiсть дiй повторюється досить велику кiлькiсть

разiв K. У ходi проведених обчислень визначаємо суми:

Λ1 =

K
∑

i=1

ln ‖ x̃i ‖, Λ2 =

K
∑

i=1

ln ‖ ỹ′
i ‖, Λ3 =

K
∑

i=1

ln ‖ z̃′i ‖ . (1.13)

У цих сумах фiгурують вектори збурень до перенормування. Тодi ляпунов-

ськi характеристичнi показники приблизно визначаються за формулами:

λi ≈
Λi

KT
, i = 1, 2, 3. (1.14)

Аналогiчно визначається спектр ЛХП при довiльнiй розмiрностi фазо-

вого простору.

1. 6. Перерiз i вiдображення Пуанкаре

Розглянемо динамiчну систему з неперервним часом, динамiка якої опи-

сується деякими диференцiальними рiвняннями. Нехай, для визначеностi, це
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система iз тривимiрним фазовим простором виду:

ẋ = f1(x, y, z);

ẏ = f2(x, y, z);

ż = f3(x, y, z).

(1.15)

Далi розглянемо деякий розв’язок системи (1.15), якому вiдповiдає у фа-

зовому просторi траєкторiя Γ. Помiстимо в фазовому просторi деяку площину

S, рiвняння якої має вигляд:

S(x, y, z) = 0. (1.16)

Вибiр такої площини досить довiльний, однак вона повинна розмiщатися так,

щоб траєкторiя Γ багаторазово її перетинала i дотик траєкторiї до площини

був неможливий (трансверсальне перетинання). Така площина S називається

сiчною Пуанкаре фазової траєкторiї Γ. Позначимо точки перетину траєкторiї

Γ с сiчною S через a1, a2, ..., an (рис. 1.6). Вiдмiтимо, що послiдовнiсть точок

{an} задається перетинами Γ з S в одному напрямку. Отримана дискретна

множина точок {an}, n = 1, 2, 3, ... на сiчнiй Пуанкаре називається перерiзом

Пуанкаре для траєкторiї Γ.

Рис. 1.6: Перерiз Пуанкаре.

Перерiз Пуанкаре також породжує деяке дискретне вiдображення, яке

ставить у вiдповiднiсть будь-якiй точцi an найближчу наступну за an точку
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an+1. Закон вiдповiдностi мiж попередньою й наступною точками перерiзу

Пуанкаре називається вiдображенням послiдування або вiдображенням Пу-

анкаре. Для розглянутого тривимiрного випадку це вiдображення буде вже

двовимiрним

xn+1 = P1(xn, yn);

yn+1 = P2(xn, yn),

(1.17)

тому що точки перерiзу Пуанкаре розташовуються на площинi й третю ко-

ординату завжди можна виразити через двi першi.

Таким чином, задача вивчення динамiчної системи (1.15) може бути зве-

дена до задачi вивчення вiдповiдного вiдображення Пуанкаре, яке має розмiр-

нiсть на одиницю меншу, нiж розмiрнiсть вихiдної динамiчної системи. При

цьому структура динамiчної системи однозначно (але не взаємно однозначно)

визначає структуру породжуваного нею дискретного вiдображення (1.17). Ця

пiдмiна об’єкта дослiдження не супроводжується будь-якими апроксимацiя-

ми, аналiз залишається точним. Однак при такiй пiдмiнi об’єкта дослiдження

ми втрачаємо iнформацiю про характер динамiки в промiжках часу мiж по-

слiдовними перетинами сiчної площини, зокрема, про тривалiсть iнтервалiв

часу мiж цими перетинами й про топологiчнi властивостi фазової траєкто-

рiї. Проте зберiгається можливiсть аналiзувати багато принципових питань,

наприклад, виникає в системi регулярний або хаотичний режим.

Нехай дискретнi рiвняння (1.17) є вiдображенням Пуанкаре диференцi-

альних рiвнянь (1.15). Припустимо, що (x0, y0) – стiйка нерухома точка цього

вiдображення. Їй буде вiдповiдати стiйкий однотактний граничний цикл си-

стеми (1.15).

Припустимо, що дискретнi рiвняння (1.17) мають перiодичний розв’язок:

xn+k = xn, yn+k = yn, (1.18)

де k – дискретний перiод. Такий розв’язок будемо називати k – циклом. То-

дi k – циклу вiдображення буде вiдповiдати бiльш складний k – тактний
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граничний цикл системи (1.15). Причому спектр ЛХП такого k – циклу дис-

кретного вiдображення (1.17), доповнений нульовим показником, збiгається

зi спектром ЛХП системи.

Якщо розв’язком дискретної системи (1.17) є квазiперiодична або хао-

тична послiдовнiсть, то вiдповiдно квазiперiодичний або хаотичний режим

буде встановлюватися в системi диференцiальних рiвнянь (1.15). При цьому

спектри ЛХП квазiперiодичних i хаотичних вiдображень збiгаються з вiдпо-

вiдними спектрами ЛХП квазiперiодичних або хаотичних атракторiв системи

(1.15) за винятком одного нульового показника.

Знайти вiдображення Пуанкаре для конкретних нелiнiйних систем у яв-

ному видi вдається дуже рiдко, у тих виняткових випадках, коли диференцi-

альнi рiвняння допускають аналiтичний розв’язок. Однак можна побудувати

вiдображення Пуанкаре як чисельний алгоритм. При цьому виникають двi са-

мостiйнi задачi. Перша – це знаходження деякої траєкторiї Γ системи (1.15)

при заданих початкових умовах. Друга – це визначення координат точок

перетину траєкторiї з сiчною площиною, тобто побудова перерiзу й вiдобра-

ження Пуанкаре. Розрахувати траєкторiю можна за допомогою будь-якого

вiдомого чисельного методу. Як ми вже вiдзначали, для цього найчастiше

застосовуються методи Рунге–Кутти. А для визначення точок перетину тра-

єкторiї з сiчною площиною необхiдно на кожному кроцi чисельного iнтегру-

вання системи (1.15) обчислювати значення функцiї S(x, y, z) доти, поки не

буде зафiксований момент змiни знака S(x, y, z), який вiдповiдає моменту

перетину траєкторiєю сiчної площини.

Наприклад, нехай змiна знака функцiї S(x, y, z) трапилася мiж n – тим

i (n+ 1) кроками, так що величини Sn = S(x(n∆t), y(n∆t), z(n∆t)) i Sn+1 =

S(x((n+ 1)∆t), y((n+ 1)∆t), z((n+1)∆t)), де ∆t – крок чисельного iнтегру-

вання, мають рiзнi знаки, як показано на рис. (1.7). Далi необхiдно уточнити

значення точки перетину as. Цю задачу можна розв’язати з заданим сту-

пенем точностi, застосувавши методи iнтерполяцiї. Послiдовно зменшуючи

крок iнтегрування у два рази, можливо закiнчити обчислення, коли рiзниця
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|Sn+1−Sn| буде менше наперед заданої величини, яка визначає точнiсть розра-

хункiв точок as. Принципових труднощiв тут немає, однак зростаючi вимоги

до точностi визначення as зажадають додаткових обчислень, що ускладнить

вiдповiднi алгоритми обчислення й значно збiльшить час необхiдний для роз-

рахункiв.

Рис. 1.7:

Для подолання цих складностей М.Ено був запропонований простий i

економiчний метод, який полягає в наступному. Доповнимо систему рiвнянь

(1.15) ще одним спiввiдношенням, а саме

dS

dt
=
∂S

∂x

dx

dt
+
∂S

∂y

dy

dt
+
∂S

∂z

dz

dt
.

Так як (˙) =
d

dt
, то, враховуючи (1.15), можемо записати

dS

dt
=
∂S

∂x
f1(x, y, z) +

∂S

∂y
f2(x, y, z) +

∂S

∂z
f3(x, y, z). (1.19)

Введемо для зручностi позначення

H(x, y, z) =
∂S

∂x
f1(x, y, z) +

∂S

∂y
f2(x, y, z) +

∂S

∂z
f3(x, y, z),

dS

dt
= H(x, y, z).

Тодi, враховуючи, що

dx

dS
=
dx

dt

dt

dS
,
dy

dS
=
dy

dt

dt

dS
,
dz

dS
=
dz

dt

dt

dS
,
dt

dS
=

1

H(x, y, z)
,
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можемо записати
dx

dS
=
f1(x, y, z)

H(x, y, z)
;

dy

dS
=
f2(x, y, z)

H(x, y, z)
;

dz

dS
=
f3(x, y, z)

H(x, y, z)
;

dt

dS
=

1

H(x, y, z)
.

(1.20)

Вiзьмемо значення x, y, z, t i S, отриманi на (n + 1) кроцi чисельного

iнтегрування й зробимо ще один крок по S, величина якого рiвна

∆S = −Sn+1.

У результатi iнтегрування системи (1.20) тiльки на одному кроцi ∆S = −Sn+1

ми вiдразу попадемо на сiчну S, причому помилка визначення точки перетину

строго дорiвнює похибцi iнтегрування системи (1.20) на одному кроцi й буде

мiнiмальною. При знаходженнi iнших точок перетину(якщо вони iснують)

траєкторiєю Γ площини S щораз будемо iнтегрувати систему (1.20) на одному

кроцi ∆S = −Sn+1, який буде змiнюватися для кожної нової точки перетину.

Алгоритм побудови вiдображення Пуанкаре по методу Ено зручно про-

грамувати вiдразу як чисельний розв’язок рiвнянь (1.20). При цьому функцiя

H(x, y, z) покладається рiвнiй одиницi до тих пiр, поки виконуються стан-

дартнi кроки за часом, i перевизначається вiдповiдно до (1.19), коли виникає

необхiднiсть провести нестандартний крок по S. Так як в обох випадках ви-

користовується той самий чисельний метод, досягається бажане узгодження

по точностi.

Усi проведенi мiркування очевидним образом поширюються на фазовий

простiр бiльшої розмiрностi, тiльки замiсть сiчної двовимiрної площини не-

обхiдно використовувати перерiз n – вимiрного фазового простору гiперпо-

верхнею розмiрностi n− 1. Та обставина, що при використаннi вiдображення

Пуанкаре розмiрнiсть зменшується на одиницю, iнодi буває дуже корисною.
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Метод перерiзу Пуанкаре особливо наочний у випадку n = 3, коли мно-

жина точок перетину лежить на двовимiрнiй поверхнi. Для n > 4 графiчне

представлення багатовимiрного перерiзу Пуанкаре втрачає наочнiсть. У цих

випадках аналiзують дво- або тривимiрнi проекцiї перерiзiв Пуанкаре.

Для перiодичних розв’язкiв динамiчної системи перерiз Пуанкаре, як ба-

гатовимiрний, так i його проекцiї, мiстять скiнчене число нерухомих точок,

якi повторюються строго через перiод розв’язку. У режимi дивного атрактора

на сiчнiй з’явиться деяка хаотична множина точок, число яких буде зростати

зi зростанням часу чисельного iнтегрування. У деяких випадках ця хаотична

множина може розташовуватися уздовж тонкої стрiчки, близької за структу-

рою до одновимiрної кривої на сiчнiй. Цю криву приблизно можна прийняти

за вiдображення Пуанкаре й аналiзувати методом дiаграм Ламерея.

Слiд зазначити, що при вивченнi хаотичних режимiв достовiрну iнфор-

мацiю про структуру перерiзу Пуанкаре можна одержати тiльки при досить

великiй кiлькостi точок у перерiзi Пуанкаре. Як правило, це число має поря-

док O(104)− O(105), тому для представлення таких точкових множин необ-

хiдно використовувати комп’ютернi методи обробки iнформацiї.

1. 7. Розмiрнiсть атракторiв

Як ми вже вiдзначали, математичним образом детермiнованого хаоти-

чного режиму в динамiчнiй системi є дивнi атрактори, якi мають надзви-

чайно складну геометричну структуру. Однiєю з важливих характеристик

будь-якого геометричного об’єкта є його розмiрнiсть. До теперiшнього часу

в розгляд введено багато типiв розмiрностей для атракторiв динамiчних си-

стем. Наприклад, фрактальна ємнiсть, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безiковича,

iнформацiйна й кореляцiйна розмiрностi, узагальненi розмiрностi Реньi i.т.п.

Такi розмiрностi можуть надавати iстотну iнформацiю про структуру атра-

ктора, служити кiлькiсною ознакою вiдмiнностi регулярного атрактора вiд

дивного, а для дивних атракторiв виступати як якась мiра "дивностi" атра-
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ктора.

Практично всi вiдомi дивнi атрактори є фрактальними множинами, якi

мають дробову розмiрнiсть Хаусдорфа–Безiковича. Цим вони вiдрiзняються

вiд регулярних атракторiв, вiдповiдна розмiрнiсть яких є цiлою. Безпосере-

днiй пiдрахунок фрактальної розмiрностi дивного атрактора є надзвичай-

но трудомiсткою задачею, для розв’язку якої в загальному випадку не iснує

будь-яких стандартних алгоритмiв. Однак порiвняно просто може бути пiд-

рахована так звана ляпуновська розмiрнiсть атрактора, яка на практицi най-

частiше використовується в якостi кiлькiсної мiри фрактальностi.

Розглянемо дисипативну динамiчну систему розмiрностi n. Поряд з ви-

хiдною динамiчною системою розглянемо ансамбль її iдентичних копiй, якi

вiдрiзняються одна вiд одної тiльки рiзними початковими станами. В поча-

тковий момент часу у фазовому просторi цьому ансамблю буде вiдповiдати

якась "хмара" зображуючих точок. В процесi еволюцiї початкова хмара буде

змiнюватися вiдповiдно до динамiки системи, яка задається її математичною

моделлю.

Припустимо, що в розглянутої динамiчної системи iснує дивний атра-

ктор. Спектр ЛХП такого атрактора складається з n показникiв, упорядко-

ваних по спаданню λ1, λ2, ..., λn. Причому λ1 > 0 та iснує принаймнi один

нульовий показник. Крiм того, у силу дисипативностi системи, сума всiх ля-

пуновських характеристичних показникiв вiд’ємна:

σn =
n

∑

i=1

λi < 0. (1.21)

Будемо послiдовно обчислювати суми вигляду (1.21) для m = 1, 2, .... Споча-

тку ми будемо одержувати додатнi, а потiм вiд’ємнi величини σm. Знайдемо

таке m, що σm ≥ 0, але σm+1 < 0. У суму σm увiйдуть усi додатнi, усi нульовi

й частина вiд’ємних ляпуновських характеристичних показникiв. Якщо роз-

глянути пiдпростiр, утворений векторами збурень, якi вiдповiдають першим

m ляпуновським показникам, то в цьому пiдпросторi об’єм хмари зображую-

чих точок ансамблю систем не зменшується в процесi еволюцiї. Зокрема, цей
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об’єм зростає при σm > 0. У той же час у пiдпросторi утвореним векторами

збурень, якi вiдповiдають першимm+1 характеристичним показникам, об’єм

хмари зображуючих точок буде зменшуватися при зростаннi часу.

В 1979 роцi Каплан i Йорк запропонували гiпотезу, суть якої полягає в

тому, що фрактальна розмiрнiсть атрактора DFr розташована в iнтервалi

m ≤ DFr < m+ 1

i складається iз цiлої m i деякої дробової частини d, так що

DFr = m+ d.

Причому ця дробова частина розмiрностi визначається з умови, що рух на

атракторi вiдповiдає фiзичним представленням про стацiонарнiсть процесу,

а саме:

λ1 + λ2 + ...+ λm + dλm+1 = 0.

Звiдси одержуємо, що розмiрнiсть атрактора DFr визначається за формулою:

DFr = m+

m
∑

i=1

λi

|λm+1|
. (1.22)

Формула (1.22) зараз називається формулою Каплана–Йорка.

В частинному випадку тривимiрного фазового простору впорядкований

спектр ЛХП дивного атрактора мiстить три показники, λ1 > λ2 > λ3, причо-

му λ1 > 0, λ2 = 0, а λ3 < 0. У силу умови дисипативностi: λ1 + λ2 + λ3 < 0.

Тому σ1 = λ1 > 0; σ2 = λ1 + 0 > 0; σ3 < 0. Отже, у тривимiрному випадку,

формула (1.22) приймає вигляд:

DFr = 2 +
λ1

|λ3|
. (1.23)

Формула Каплана–Йорка використовується, у першу чергу для пiдрахунку

фрактальних розмiрностей дивних атракторiв, але за нею легко можуть бути
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розрахованi розмiрностi й регулярних атракторiв. Так, використовуючи фор-

мулу (1.23), легко знайдемо, що в тривимiрному просторi розмiрнiсть грани-

чного циклу дорiвнює одиницi, а квазiперiодичного атрактора – двом. Для

положень рiвноваги формула Каплана–Йорка незастосовна. Однак у цьому

випадку розмiрнiсть елементарно пiдраховується за загальним визначенням

Хаусдорфа i завжди дорiвнює нулю.

Таким чином, у тривимiрному фазовому просторi фрактальнi розмiрно-

стi можливих атракторiв неперервної динамiчної системи дорiвнюють:

1. для положень рiвноваги, DFr = 0;

2. для граничних циклiв, DFr = 1;

3. для квазiперiодичних атракторiв, DFr = 2;

4. для дивних атракторiв, 2 < DFr < 3.

Цiлiсть або дробовiсть розмiрностi DFr є зручною ознакою для iденти-

фiкацiї регулярностi або дивностi атрактора.

Гiпотеза Каплана–Йорка припускала, що формула (1.22) дозволяє обчи-

слювати хаусдорфову розмiрнiсть атракторiв. Однак строго довести це вда-

лося тiльки для хаотичних атракторiв двовимiрних дискретних вiдображень

i систем диференцiальних рiвнянь з розмiрнiстю фазового простору n = 3

[6]. У загальному випадку довести гiпотезу Каплана–Йорка поки не вдає-

ться. Бiльшiсть дослiдникiв взагалi схиляється до того, що вона невiрна для

багатовимiрних систем.

У той же час формула (1.22) дає гарну чисельну оцiнку розмiрностi атра-

ктора. Тому розмiрнiсть, обчислену за формулою (1.22), зараз називають ля-

пуновською i вважають ще одним рiзновидом фрактальної розмiрностi. Го-

ловна перевага ляпуновської розмiрностi полягає у вiдноснiй простотi її пiд-

рахунку, для чого потрiбний тiльки спектр ЛХП. Труднощi, що виникають

при пiдрахунку фрактальної розмiрностi, виходячи з визначення Хаусдорфа,

значно перевищують складнiсть знаходження спектра ЛХП.

У процесi обчислення ляпуновської розмiрностi ми послiдовно обчислю-

ємо суми σm. Позначимо через h максимальне значення сум σm. Величина
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h дорiвнює сумi всiх додатних ляпуновських характеристичних показникiв

атрактора. Доведено, що h вiдповiдає так званiй ентропiї Колмогорова–Сiная.

Очевидно, що для хаотичних атракторiв величина h завжди додатна, для

граничних циклiв i квазiперiодичних атракторiв вона дорiвнює нулю ( тому

що в останнiх випадках додатнi ляпуновськi показники вiдсутнi). Таким чи-

ном, додатнiсть ентропiї є ще одним критерiєм хаосу. Вiдмiтимо, що в теорiї

ймовiрностей доводиться, що для стацiонарних випадкових процесiв h = ∞.

Тому по величинi ентропiї також можна iдентифiкувати, спостерiгається в

динамiчнiй системi стацiонарний випадковий процес чи детермiнований хаос.

1. 8. Спектральна густина та iнварiантна мiра

Знову розглянемо динамiчну систему загального виду (1.2). Припусти-

мо, що система має атрактор у виглядi граничного циклу, якому вiдповiдає

деякий перiодичний, з перiодом T , розв’язок x(t). Нехай вектор-функцiя x(t)

має компоненти

x(t) = {x1(t), x2(t), ..., xn(t)}, (1.24)

де кожна з функцiй xi(t) – перiодична, з перiодом T . Як вiдомо, перiодична

функцiя xi(t) може бути розкладена в ряд Фур’є:

xi(t) = c0,i +

∞
∑

k=1

ck,i cos(kω1t− ϕk,i); i = 1, 2, ..., n, (1.25)

де ω1 =
2π

T
– основна кругова частота ϕk,i – фаза. З цiєї формули видно,

що кожна з перiодичних функцiй xi(t) цiлком визначається сукупнiстю ве-

личин ck,i, ϕk,i. Сукупнiсть величин ck,i називається спектром амплiтуд, а

сукупнiсть ϕk,i – спектром фаз функцiї xi(t). В багатьох застосуваннях до-

статньо знати тiльки спектр амплiтуд. Вiн застосовується настiльки часто, що

коли говорять просто спектр, то мають на увазi амплiтудний спектр. Спектр

перiодичної функцiї дуже просто зобразити графiчно. В декартовiй системi

координат Oωc по осi абсцис вiдкладаються частоти ω = kω1, а по осi ор-
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динат – амплiтуди c = ck,i. Потiм точки з координатами (kω1; 0) i (kω1; ck,i)

з’єднуються вiдрiзками прямих, якi називаються спектральними лiнiями. У

результатi кожнiй гармонiцi розкладу в ряд Фур’є (1.25) буде вiдповiдати

цiлком певна спектральна лiнiя. Ми одержимо спектр, який складається з

рiвновiддалених спектральних лiнiй. Причому частоти гармонiк знаходяться

у простих кратних спiввiдношеннях. Такий спектр називається дискретним

гармонiчним спектром.

Вiдмiтимо, що для всiх компонентiв вектор–функцiї (1.24) ми одержимо

дискретнi гармонiчнi спектри, спектральнi лiнiї яких мають однаковi частоти

й вiдрiзняються тiльки висотою. Тому, для якiсного вивчення спектра досить

обмежитися побудовою спектра однiєї з компонент вектора–функцiї. Як пра-

вило, на практицi спектральнi властивостi багатомiрних динамiчних систем

вивчаються на прикладi однiєї з компонент вектор–функцiї стану, що суттєво

спрощує задачу, але в той же час дозволяє дослiджувати характернi особли-

востi одержуваних спектрiв.

Тепер нехай вихiдна динамiчна система (1.2) має квазiперiодичний атра-

ктор. У цьому випадку розв’язок системи x(t), що вiдповiдає атрактору, буде

квазiперiодичною вектор–функцiєю. Будемо вивчати спектральнi характери-

стики атрактора за допомогою однiєї з компонент x(t), яку позначимо, опу-

скаючи iндекс, через x(t). Квазiперiодична функцiя x(t) може бути записана

у виглядi:

x(t) = x(ψ1(t), ψ2(t), ..., ψp(t)), (1.26)

де функцiя x(ψ) має перiод 2π по кожному з аргументiв ψi i мiж частотами ωi

не iснує рацiональних спiввiдношень. Використовуючи розкладання функцiї

(1.26) в узагальнений ряд Фур’є, можна показати, що в цьому випадку спектр

представляється у виглядi дискретної сукупностi спектральних лiнiй. Однак,

на вiдмiну вiд перiодичного випадку, цi лiнiї не рiвновiддаленi, а розташову-

ються на частотах, якi являють собою лiнiйнi комбiнацiї базових частот:

ωk1,...kp = k1ω1 + k2ω2 + ..+ kpωp.
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Припустимо, що вихiдна система має дивний атрактор, одна з траєкто-

рiй якого x(t). Спектральнi властивостi будемо вивчати за допомогою однiєї

з компонент вектор-функцiї x(t), яку позначимо через x(t). У цьому випад-

ку функцiя x(t) буде неперiодичною, тому замiсть розкладання в ряд Фур’є

необхiдно користуватися iнтегралом Фур’є. Нагадаємо, що для неперiодичної

функцiї мають мiсце наступнi спiввiдношення:

x(t) =
1

2π

∞
∫

−∞

S(ω)eiωtdω, (1.27)

де

S(ω) =

∞
∫

−∞

x(t)e−iωtdt. (1.28)

Формули (1.27) i (1.28) є основними формулами теорiї спектрiв. Змiст

формули (1.27) полягає в тому, що функцiя x(t) представляється сумою не-

скiнченно великого числа нескiнченно малих коливань, якi як завгодно близь-

кi по частотi. Комплексна амплiтуда C кожного окремого коливання нескiн-

ченно мала й дорiвнює:

dc =
1

π
S(ω)dω. (1.29)

Частотний iнтервал мiж двома сусiднiми коливаннями також нескiнченно

малий. Вiн дорiвнює dω.

Величина S(ω) називається комплексним спектром неперiодичної фун-

кцiї, а її модуль Φ(ω) = |S(ω)| просто спектром. В цьому випадку iнтервали

мiж окремими спектральними лiнiями необмежено скорочуються й спектр мо-

же бути представлений неперервною лiнiєю, що обгинає сiмейства спектраль-

них лiнiй. Такого роду спектр називається суцiльним (неперервним).

Так як з формули (1.29) випливає, що

S(ω) = π
dc

dω
,

то величина S(ω) виражає не безпосередньо амплiтуду, а так звану спектраль-

ну густину. Тому такий спектр називається спектром густини коливань або

Фур’є–спектром.
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Побудова Фур’є–спектрiв для атракторiв конкретних динамiчних систем

викликає деякi труднощi, тому що часто невiдомий аналiтичний запис розв’яз-

ку динамiчної системи, вiдповiдного тим або iншим траєкторiям атрактора.

Крiм того, при побудовi спектра можуть виникнути проблеми при обчислен-

нi iнтеграла Фур’є на нескiнченному промiжку. Тому дiють наступним чи-

ном. Чисельним методом знаходиться будь–яка типова траєкторiя атракто-

ра. Подальша побудова спектра атрактора, незалежно вiд того регулярний

вiн або дивний, проводиться за допомогою перетворення Фур’є (1.28). При-

чому iнтегрування проводилося на промiжку:

S(ω) =

t1
∫

t0

x(t)e−iωtdt, (1.30)

де t0 - тривалiсть перехiдного процесу ( тобто час за який траєкторiя, що

стартує в початковий момент часу t = 0, виходить на атрактор), t1 – деякий,

розумно обраний момент часу, у який ми припиняємо iнтегрування. Приро-

дно, проiнтегрувати (1.30) ми зможемо тiльки чисельно, застосувавши один

iз наближених методiв iнтегрування. Якщо траєкторiя належить гранично-

му циклу або квазiперiодичному атрактору, то можна застосувати порiвняно

простий метод Сiмпсона. Якщо ж траєкторiя належить дивному атрактору

або атрактору, який ми перевiряємо на "дивнiсть" , то доцiльно застосовувати

бiльш громiздкий, але й значно бiльш точний метод Файлона.

Якi ж Фур’є–спектри ми одержимо для рiзних типiв атракторiв? Якщо

атрактор є граничним циклом, то спектральна густина має вигляд, якiсно

подiбний наведеному на рис.1.8a. По осi абсцис вiдкладена частота, а по осi

ординат Sp = lg |s(ω)|. Спектр буде представляти собою неперервну лiнiю

iз чiткими локальними максимумами в точках ω = kω1. Логарифмiчне мас-

штабування по осi ординат тут застосовується з метою зменшення розмiрiв

графiка. При t1 → +∞ значення максимумiв можуть трохи змiнюватися.

Ознакою оптимальностi вибору значення t1 буде припинення змiни величин

Sp з точнiстю до певного числа знакiв пiсля десяткової точки.
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Рис. 1.8: Типовi розподiли спектральної густини для граничного циклу (а) i хаотичного

атрактора (б).

Якщо траєкторiя належить iнварiантному тору, то зовнiшнiй вигляд ти-

пового Фур’є–спектра, на перший погляд, буде подiбний наведеному на рис.1.8a.

Тобто також будемо мати неперервну лiнiю iз чiткими максимуми (пiками).

Але по осi абсцис цi пiки будуть не рiвновiддаленими, а розташовуватися в

точках, якi являють собою лiнiйну комбiнацiю рацiонально непорiвнянних

частот тора.

Нарештi, якщо траєкторiя належить дивному атрактору, то має мiсце ве-

лика рiзноманiтнiсть у виглядах Фур’є–спектра. Можливий вид спектра див-

ного атрактора наведений на рис.1.8б. На вiдмiннiсть вiд регулярних атракто-

рiв, якi мають дискретний спектр, спектр дивного атрактора суцiльний (не-

перервний). Таким чином, наявнiсть в атрактора суцiльного Фур’є–спектра

може служити ще однiєю ознакою того, що атрактор дивний.

Нарештi коротко познайомимося з поняттям iнварiантної мiри атракто-

ра. Нехай ми маємо ансамбль iдентичних динамiчних систем вигляду (1.2),

якi вiдрiзняються тiльки початковими умовами, i нехай D – деяка обмеже-

на область фазового простору. Цiй областi припишемо мiру µ(D), яка рiвна

вiдносному числу представникiв ансамблю, стани яких належать областi D.
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Об’єднання неперетинаючихся областей D1, ..., Dn буде мати мiру, рiвну сумi

мiр цих областей

µ(D1

⋃

D2

⋃

...
⋃

Dn) = µ(D1) + µ(D2) + ...+ µ(Dn).

У силу динамiки iндивiдуальних систем, якi становлять ансамбль, при-

писана рiзним пiдмножинам фазового простору мiра буде, взагалi кажучи,

змiнюватися iз часом. Припустимо, що початковий розподiл зображуючих

точок спецiально пiдiбраний так, що мiра будь-якої вимiрної пiдмножини,

розташування якої в фазовому просторi фiксоване, увесь час залишається

незмiнною. Вiдповiдна мiра називається iнварiантною мiрою для динамiчної

системи, яка фiгурує в якостi iндивiдуального елемента ансамблю.

Якщо динамiка системи регулярна й протiкає в обмеженiй областi фазо-

вого простору, то iнварiантна мiра завжди iснує (теорема Крилова – Боголю-

бова). Бiльше того, iнварiантних мiр може бути багато. Але серед усiх iнва-

рiантних мiр основний iнтерес становить природна iнварiантна мiра або мiра

Крилова – Боголюбова. Припустимо, що початкова точка динамiчної систе-

ми належить басейну притягання деякого атрактора. Для довiльної областi

D мiру µ(D) визначимо в вiдповiдностi зi спiввiдношенням:

µ(D) = lim
T→∞

τ(D,x0, T )

T
, (1.31)

де x0 – точка старту фазової траєкторiї, τ(D,x0, T ) – час знаходження зо-

бражуючої точки в областi D при спостереженнi за iнтервал часу T . Якщо

введена в такий спосiб мiра виявляється однiєю й тiєю ж майже при будь-

якому виборi початкової точки, то це й буде iнварiантна мiра.

Математичнi доведення, якi вiдносяться до загальних властивостей атра-

кторiв, як правило, виходять iз припущення про наявнiсть однозначно визна-

ченої iнварiантної мiри. Однак до теперiшнього часу строго довести iснування

природної iнварiантної мiри для бiльшостi, отриманих у прикладних задачах,

дивних атракторiв не вдається. Проте чисельно побудованi iнварiантнi мiри

часто бувають дуже корисними при вивченнi хаотичної поведiнки динамiчних

систем.
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Коротко зупинимося на практичному алгоритмi побудови природної iн-

варiантної мiри атрактора. Спочатку ми чисельно будуємо будь-яку трає-

кторiю, що належить атрактору, i запам’ятовуємо масив значень її фазових

координат. Далi будуємо цiкавлючу нас проекцiю фазового портрета на екра-

нi комп’ютера, використовуючи отриманий масив фазових точок. При цьому

застосовуємо технiку кодування зображення вiдтiнками деякого заздалегiдь

вибраного кольору, наприклад, чорного або червоного. Послiдовно виводимо

на екран фазовi точки, причому при попаданнi в певний пiксель екрана де-

кiлькох точок пропорцiйно їх кiлькостi збiльшуємо цифровий код яскравостi

даного пiкселя. При досить великiй кiлькостi точок у масивi координат фа-

зової траєкторiї ми одержимо проекцiю фазового портрета, однi частини якої

будуть зображенi бiльш яскраво, нiж iншi. Яскравi частини фазового порт-

рета вiдповiдають тим областям, у якi зображуюча точка попадає частiше, а

бiльш темнi – областям куди зображуюча точка попадає рiдше. Таким чином,

ми практично одержимо проекцiї розподiлу природної iнварiантної мiри по

фазовому портрету атрактора. Такi розподiли бувають дуже корисними при

вивченнi сценарiїв переходiв до хаосу.
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1. 9. Питання для самоконтролю

1. Що розумiється пiд динамiчною системою.

2. Коли математична модель динамiчної системи вважається заданою.

3. Як визначається фазовий простiр динамiчної системи.

4. Що таке граничний цикл.

5. Якi типи траєкторiй можливi в фазовому просторi динамiчної системи.

6. Як визначається динамiчна система за допомогою теоретико–групових

властивостей.

7. Що таке потiк i каскад.

8. Як класифiкуються динамiчнi системи.

9. Як визначаються атрактори та репелери.

10. Що таке сiдлова множина.

11. На якi класи роздiляють рухи у дисипативних динамiчних системах.

12. Якi атрактори називаються регулярними.

13. Як визначити дивний (хаотичний атрактор).

14. Яка траєкторiя динамiчної системи буде стiйкою за Лагранжем.

15. Що таке ω–граничнi та α–граничнi точки траєкторiї.

16. Яка траєкторiя динамiчної системи буде стiйкою за Пуассоном.

17. Що таке повернення Пуанкаре.

18. Як вiдбуваються повернення Пуанкаре для рiзних типiв траєкторiй.

19. Яка траєкторiя динамiчної системи буде стiйкою за Ляпуновим.

20. Як визначається ляпуновський характеристичний показник.

21. Що таке спектр ЛХП (ляпуновських характеристичних показникiв).

22. Яким вимогам повинен задовольняти спектр ЛХП дисипативної ди-

намiчної системи.

23. Що таке сигнатура спектра ЛХП.

23. Якi сигнатури спектрiв ЛХП можливi в фазових просторах розмiр-

ностi два та три.
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24. Як довести неможливiсть iснування хаотичних атракторiв на площи-

нi.

25. Який основний практичний критерiй iдентифiкацiї дивних атракто-

рiв.

26. У чому полягає основна iдея методу Бенеттiна та iн.

27. Коли проводиться перенормування в методi Бенеттiна та iн.

28. В чому полягає узагальнення методу Бенеттiна та iн. для обчислення

повного спектру ЛХП.

29. Що таке сiчна Пуанкаре фазової траєкторiї.

30. Що таке перерiз та вiдображення Пуанкаре.

30. У чому полягає основна iдея методу Ено.

30. Як можливо iдентифiкувати тип атрактора за його перерiзом Пуан-

каре.

31. У чому полягає суть гiпотези Каплана–Йорка.

32. Що таке ляпуновська розмiрнiсть атрактора.

33. Для яких динамiчних систем формула Каплана–Йорка визначає фра-

ктальну розмiрнiсть.

34. Чому дорiвнюють фрактальнi розмiрностi рiзних можливих типiв

атракторiв у тривимiрному просторi.

35. Як на практицi знаходять ентропiю Колмогорова–Сiная.

36. Чим вiдрiзняється детермiнований хаос вiд стацiонарного випадково-

го процесу.

37. Що таке амплiтудний спектр функцiї.

38. Який спектр називається гармонiчним.

39. У чому полягає рiзниця мiж дискретним та неперервним спектром.

40. Як визначається Фур’є–спектр.

41. Як будуються Фур’є–спектри для рiзних типiв атракторiв динамiчних

систем.

42. Як iдентифiкується тип атрактора за Фур’є–спектром.

43. Як визначається природна iнварiантна мiра атрактора.
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44. У чому полягає суть комп’ютерного алгоритму побудови природної

iнварiантної мiри атрактора.
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Роздiл 2

Хаос у маятникових системах з

обмеженим збудженням

2. 1. Вступ

Рiзноманiтнi маятниковi системи постiйно привертають до себе увагу до-

слiдникiв у рiзних областях математики, механiки й фiзики. Цi системи є

класичним прикладом коливальних динамiчних систем. У маятникових си-

стемах уперше були виявленi такi фундаментальнi ефекти як параметричний

резонанс, високочастотна стабiлiзацiя нестiйких положень рiвноваги i багато

iнших. Цi системи були своєрiдним полiгоном, на якому проходили прикла-

дну перевiрку абстрактнi теоретичнi результати, отриманi в якiснiй теорiї

динамiчних систем.

Маятниковi системи надзвичайно простi по своїй фiзичнiй природi й лег-

ко дозволяють проводити експериментальну перевiрку рiзних, теоретично ви-

явлених, коливальних ефектiв. Однак, у бiльшiй ступенi, iнтерес до дослiдже-

ння рiзних аспектiв динамiчної поведiнки маятникових систем пояснюється

тим, що багато ефектiв i явищ, уперше виявленi в маятникових системах, зго-

дом були встановленi й для систем значно бiльш складної фiзичної природи

таких як кiльця, оболонки, пластини, рiзнi середовища в цилiндричних i сфе-

ричних порожнинах. Бiльше того, рiзнi маятниковi системи стали з успiхом

застосовуватися для наближеного математичного моделювання динамiки, пе-
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рерахованих вище, складних коливальних систем. При цьому спрощуються,

iнодi досить суттєво, одержуванi диференцiальнi рiвняння руху, але залиша-

ється досить точним опис динамiки цих складних коливальних систем.

Останнiм часом значно розширилася область застосування маятникових

моделей для математичного опису коливальних процесiв. Такi моделi стали

широко застосовуватися при дослiдженнi динамiчної поведiнки систем най-

рiзноманiтнiшої природи в бiологiї, медицинi, економiцi й соцiологiї.

Переважна бiльшiсть дослiджень динамiки маятникових систем прово-

диться без облiку обмеженостi потужностi джерела збудження коливань. При

такiй iдеалiзацiї джерела збудження передбачається, що воно має необмеже-

ну потужнiсть. Тому, при математичному моделюваннi таких систем, зво-

ротний вплив коливальної системи на функцiонування джерела збудження

коливань виключають iз розгляду, вважаючи цей вплив нескiнченно малим.

Такий пiдхiд i широке використання рiзних методiв редукцiї дозволяє знизи-

ти порядок динамiчних систем застосованих для дослiдження коливань ма-

ятникiв. Однак, у багатьох випадках, така iдеалiзацiя приводить до значних

помилок в якiсному й кiлькiсному описi динамiчних режимiв маятникових

систем [3]. Так стiйкi за Ляпуновим, при теоретичних розрахунках, режи-

ми можуть виявитися нестiйкими при проведеннi натурних експериментiв.

Замiсть очiкуваних перiодичних режимiв в експериментi виявляються поло-

ження рiвноваги, i навпаки.

Свiтоглядний переворот, яким з’явилося вiдкриття детермiнованого хао-

су в динамiчних системах суттєво розширив нашi представлення про можливi

усталенi режими коливань маятникових систем. В багатьох випадках очеви-

дною стала порочнiсть iдеалiзацiї джерел збудження й, особливо, застосуван-

ня рiзних методiв редукцiї. Якiсно рiзнi методи редукцiї призводять до замiни

дослiджень динамiки довiльної вихiдної системи дослiдженням динамiки ря-

ду пiдсистем, на якi якимось чином розщеплюється вихiдна система. При

цьому зменшується розмiрнiсть фазових просторiв одержуваних пiдсистем.

Платою за таке спрощення вихiдної системи може служити повна втрата iн-
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формацiї про реально iснуючi хаотичнi атрактори вихiдної системи.

Фактично своєрiдним редукуванням вихiдної маятникової системи є не-

хтування взаємодiєю мiж цiєю системою й джерелом збудження її коливань.

При цьому неважливо, на якiй пiдставi, чи то на пiдставi необмеженостi по-

тужностi джерела збудження, чи то на пiдставi малостi коефiцiєнтiв взаємо-

зв’язкiв мiж маятником i джерелом збудження. Нехтування взаємозв’язками

мiж маятником i джерелом може призвести до повної втрати iнформацiї про

реально iснуючi хаотичнi режими взаємодiї. Тому вiдкриття детермiнованого

хаосу змушує вiдмовитися вiд застосування методiв редукцiї при повноцiнно-

му дослiдженнi усталених динамiчних режимiв коливальних систем.

2. 2. Плоский фiзичний маятник

2. 2. 1. Рiвняння руху й стiйкiсть положень рiвноваги

Найбiльш простим прикладом маятникової системи є плоский фiзичний

маятник, точка пiдвiсу якого збуджується електродвигуном обмеженої поту-

жностi. Розглянемо таку систему, схема якої представлена на рис. 2.1

a

D

x

z

b
q

a

Ï

m

l

Рис. 2.1: Схема розглянутої системи.

Кривошипно–шатунний механiзм через шатун b з’єднаний з пiдвiсом фi-

зичного маятника. Коли кривошип a перемiщається на кут Θ повзун разом

з пiдвiсом одержує перемiщення виду u(t) = a[cosΘ + 0.25a1(1 + cos 2Θ)],

де a1 =
a

b
. Для опису коливань маятника використовуємо декартову систему
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координат Oxz. Тодi кiнетична енергiя всiєї системи має вигляд [5]

T =
1

2
IΘ̇2 +

1

2
m[(u̇+ ẋ)2 + ż2], (2.1)

а потенцiйна

V = mg(l − z), (2.2)

де I– момент iнерцiї ротора електродвигуна; m– маса маятника; l– приведена

довжина маятника. Позначимо через α кут вiдхилення маятника вiд осi z,

тодi x = l sinα, z = l cosα. Припустимо, що
a

b
≪ 1. Розкладаючи, для малих

кутiв α, функцiї (2.1–2.2) у ряд Тейлора одержимо :

T ≃
1

2
IΘ̇2 +

1

2
ml2

[

a2

l2
Θ̇2 sin2Θ− 2

a

l
α̇Θ̇ sinΘ +

a

l
α̇α2Θ̇ sinΘ + α̇2

]

;

V ≃ mgl

(

α2

2
−
α4

24

)

.

(2.3)

Далi, використовуючи розклад(2.3), одержимо наступнi рiвняння руху вихi-

дної системи (рiвняння Лагранжа) [5]:

IΘ̈ = L(Θ̇)−H(Θ̇) +mla[α̈−
1

2
(α̈α2 + 2α̇2α)−

−
a

l
(Θ̈ sinΘ + Θ̇2 cosΘ)] sinΘ,

α̈ + ω2
0α + δα̇−

ω2
0

6
α3 +

a

l

α2

2
(Θ̈ sinΘ + Θ̇2 cosΘ) =

=
a

l
(Θ̈ sinΘ + Θ̇2 cosΘ).

(2.4)

Тут L(Θ̇)– рушiйний момент двигуна; H(Θ̇)– внутрiшнiй момент сил опору

обертанню ротора двигуна; ω0 = (
g

l
)
1

2 – власна частота маятника; δ– коефiцi-

єнт демпфiрування сили опору середовища, у якiм рухається маятник.

Нелiнiйна система рiвнянь (2.4) є детермiнованою й описує процес збу-

дження коливань маятника електродвигуном. Введемо малий параметр ε =
a

l
, тобто припустимо, що довжина кривошипа a набагато менше довжини

l. Крiм того, припустимо, що реалiзуються умови резонансної взаємодiї еле-
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ктродвигуна й маятника, коли швидкiсть Θ̇ близька до власної частоти мая-

тника ω0:

Θ̇(t) = ω0 +
1

2
ε

2

3ω0ν. (2.5)

Нелiнiйнi коливання маятника будемо вiдшукувати у виглядi:

α(t) = ε1/3[y1(τ) cosΘ(t) + y2(τ) sinΘ(t)],

де τ =
ε2/3Θ(t)

2
– повiльний час.

Пiсля проведення процедури усереднення за швидким часом Θ(t) i ви-

користання додаткового спiввiдношення

α̇(t) = ε1/3Θ̇[−y1(τ) sinΘ + y2(τ) cosΘ]

для нових змiнних y1(τ) i y2(τ) одержимо наступну систему рiвнянь:

dy1(τ)

dt
= −

ε2/3

Θ̇

[

η

2
y1ω0Θ̇ +

ν

2
ω2
0y2 +

ω2
0

16
(y21y2 + y22)

]

+ ε4/3{. . .};

dy2(τ)

dt
=
ε2/3

Θ̇

[

−
η

2
y2ω0Θ̇ +

1

2
Θ̇ +

ν

2
ω2
0y1 +

ω2
0

16
(y31 + y1y

2
2)

]

+ ε4/3{. . .},

де η = δε−2/3ω−1
0 . Переходячи до похiдних по повiльному часу, одержуємо:

dy1

dτ
= −ηy1 − νy2 −

1

8
(y21y2 + y32);

dy2

dτ
= −ηy2 + νy1 +

1

8
(y31 + y1y

2
2) + 1.

(2.6)

Для розгляду усталених режимiв взаємодiї мiж маятником i електро-

двигуном у якостi L(Θ̇) використовуємо статичну характеристику двигуна,

причому припускаємо, що
L(Θ̇)−H(Θ̇)

I
=

2ε2/3

ω0
M(Θ̇). Для опису обертання

вала двигуна введемо нову змiнну Θ̇(t) = Ω(τ), яка задовольняє згiдно (2.4)

наступному усередненому за швидким часом рiвнянню:

dΩ

dτ
=M(Ω)− µy2 + ε2/3{. . .}, (2.7)

де

µ =
ma2/3l4/3ω0

I
. (2.8)
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Апроксимуємо статичну характеристику двигуна лiнiйною функцiєюM(Ω) =

N0 + EΩ, де N0 i E — постiйнi, причому E < 0.

Таке представлення статичної характеристики описує її спадаючу части-

ну, а параметр E визначає кут нахилу цiєї частини до осi абсцис. На пiдставi

прийнятої апроксимацiї й спiввiдношення (2.5), рiвняння (2.7) перетворимо в

рiвняння вiдносно розлагодження частот ν(τ)

dν

dτ
= F + Eν +Dy2. (2.9)

Тут

D = −
2ml2

I
;F =

2l2/3

a2/3
(
N0

ω0
+ E). (2.10)

Для зручностi ще приймемо позначення ν = y3, η = −C. Вiдмiтимо, що C ≤

0, тому що ε > 0, ω0 > 0, a δ ≥ 0. Таким чином, процес взаємодiї коливань

маятника й обертання вала двигуна описується системою трьох нелiнiйних

рiвнянь [5]:
dy1

dτ
= Cy1 − y2y3 −

1

8
(y21y2 + y32),

dy2

dτ
= Cy2 + y1y3 +

1

8
(y31 + y1y

2
2) + 1,

dy3

dτ
= Dy2 + Ey3 + F.

(2.11)

Система рiвнянь (2.11) явно мiстить чотири керуючих параметра (C,D,E, F ),

при змiнi яких у нiй реалiзується той або iнший динамiчний режим. Вiдмi-

тимо, що один iз цих параметрiв (E) безпосередньо задається кутом нахилу

характеристики двигуна, другий (C) – пропорцiйний опору середовища, а iн-

шi два визначаються за формулами (2.10). Як видно з цих формул, параметри

D,F залежать вiд довжини й маси маятника, його власної частоти, коефi-

цiєнта демпфiрування, лiнiйних розмiрiв кривошипно–шатунного механiзму,

моменту iнерцiї ротора й також вiд параметрiв статичної характеристики

електродвигуна. Тобто, фактично данi параметри є мультипараметрами ди-

намiчної системи (2.11).
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Позначимо через V f векторне поле, породжуване правою частиною си-

стеми (2.11). Тодi дивергенцiя цiєї системи може бути визначена по формулi

div V f =
∂ẏ1

∂y1
+
∂ẏ2

∂y2
+
∂ẏ3

∂y3
= 2C + E. (2.12)

Отже, дивергенцiя системи постiйна й вiд’ємна, тому що C < 0 i E < 0.

Таким чином система (2.11) є дисипативною, внаслiдок чого всi атрактори

цiєї системи, як регулярнi, так i хаотичнi є пiдмножинами нульового фазового

об’єму розташованими в обмеженiй областi фазового простору.

Дослiдження системи (2.11) почнемо з одержання умов асимптотичної

стiйкостi її положень рiвноваги. Усi положення рiвноваги системи (2.11) є

розв’язками наступної системи рiвнянь

Cy1 − y2y3 −
1

8
(y21y2 + y32) = 0,

Cy2 + y1y3 +
1

8
(y31 + y1y

2
2) + 1 = 0,

Dy2 + Ey3 + F = 0.

(2.13)

У загальному випадку цi розв’язки можуть бути знайденi тiльки чисельно.

Припустимо, що y1 = y10, y2 = y20, y3 = y30 один з розв’язкiв системи

(2.13). Тодi вiдповiдна система рiвнянь у варiацiях має вигляд

˙̃y1 = (C −
1

4
y10y20)ỹ1 − (

3

8
y220 + y30 +

1

8
y210)ỹ2 − y20ỹ3,

˙̃y2 = (
3

8
y210 + y30 +

1

8
y220)ỹ1 + (C +

1

4
y10y20)ỹ2 + y10ỹ3,

˙̃y3 = Dỹ2 + Eỹ3.

(2.14)

Для зручностi покладемо

a11 = C −
1

4
y10y20; a12 = −

3

8
y220 − y30 −

1

8
y210;

a21 =
3

8
y210 + y30 +

1

8
y220; a22 = C +

1

4
y10y20.

(2.15)

Очевидно, що характеристичне рiвняння системи (2.14) може бути запи-

сане у виглядi:

k3 + A1k
2 + A2k + A3 = 0,
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де позначено

A1 = −2C − E; A2 = a11a22 + 2C + E −Dy10 − a12a21;

A3 = (a12a21 − a11a22)E + (a11y10 + a12y20)D.

Застосовуючи критерiй A.Гурвiца одержимо наступнi достатнi умови

асимптотичної стiйкостi положень рiвноваги системи (2.11):

2C + E < 0, A2 > 0, A3 > 0, (2C + E)A2 + A3 < 0 (2.16)

Вiдмiтимо, що перша з умов стiйкостi (2.16) завжди виконується в силу ди-

сипативностi системи (2.11).

Отриманi умови дуже громiздкi, однак вони дозволяють, створюючи вiд-

повiднi комп’ютернi програми, простежити вплив параметрiв системи (2.11)

на стiйкiсть положень рiвноваги. Так як нашою основною метою є виявлен-

ня усталених хаотичних режимiв системи (2.11), ми не зупиняємося тут на

детальному вивченнi стiйкостi положень рiвноваги.

2. 2. 2. Дослiдження хаотичних режимiв

Перейдемо до дослiдження усталених розв’язкiв системи рiвнянь (2.11).

Ця система є повнiстю детермiнованою нелiнiйною системою диференцiаль-

них рiвнянь з тривимiрним фазовим простором. Тому iснує теоретична мо-

жливiсть виникнення в системi (2.11) хаотичних атракторiв [1, 2, 4, 5, 6].

Вивчимо вплив параметрiв цiєї системи на виникнення, розвиток i зникнен-

ня в нiй детермiнованого хаосу. При цьому при доказi iснування хаотичних

режимiв у системи (2.11) застосуємо комплексний пiдхiд. Вiн буде полягати

в тому, що для пiдтвердження факту хаотичностi (регулярностi) того або iн-

шого атрактора системи ми детально вивчимо цiлий ряд кiлькiсних i якiсних

характеристик атрактора, а не обмежимося однiєю, двома характеристика-

ми. Ми будемо докладно аналiзувати такi характеристики атракторiв систе-

ми (2.11) як фазовi портрети, перерiзи й вiдображення Пуанкаре, розподiли
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природної iнварiантної мiри й спектральної густини та спектри ляпуновських

характеристичних показникiв (ЛХП).

Так як дана система є нелiнiйною, то для побудови її розв’язкiв доводи-

ться використовувати чисельнi методи. Зупинимося на методицi застосування

рiзних чисельних методiв i алгоритмiв для побудови рiзноманiтних характе-

ристик системи (2.11). Для побудови фазових портретiв системи застосовує-

ться метод Рунге–Кутти четвертого або п’ятого порядку зi змiнним кроком

чисельного iнтегрування, причому для розрахункiв довжини змiнного кроку

використовується коригувальна процедура Дормана–Принса [8]. Такий метод

дозволяє забезпечити досить високу точнiсть проведених обчислень. Так ло-

кальна погрiшнiсть цього методу може досягати величин порядку О(10−12)–

О(10−15).

Для побудови перерiзiв i вiдображень Пуанкаре використовується ме-

тод Ено [5]. Розрахунки спектра ЛХП проводяться за допомогою алгоритму

Бенеттiна й iн. [5, 6]. При побудовi розподiлiв спектральної густини (Фур’є–

спектрiв) використовуються методи Сiмпсона та Файлона. Нарештi, при одер-

жаннi розподiлiв природних iнварiантних мiр застосовується комп’ютерна те-

хнiка кодування вiдтiнками чорного кольору [6].

При проведеннi чисельних розрахункiв покладалося, що параметри си-

стеми рiвнi: C = −0.1 , D = −0.5, a вихiднi початковi умови мають вигляд

y1(0) = y2(0) = y3(0) = 0.

Вiдмiтимо, що з метою виключення впливу нетипових фазових траєкторiй

при розрахунках проводилася варiацiя вихiдних початкових умов у деякому

околi нуля, хоча детальна побудова басейнiв притягання атракторiв системи,

при цьому, не проводилося. Параметри E, F розглядалися як бифуркацiйнi

й були змiнними при розрахунках.

Спочатку припустимо, щоE = −0.61, а F змiнюється на сегментi−0.31 ≤

F ≤ 0.28. На рис. 2.2а–б наведенi залежностi старшого, вiдмiнного вiд нуля,

ляпуновського характеристичного показника системи (2.11) вiд значень пара-
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а б

Рис. 2.2: Залежнiсть старшого ляпуновського характеристичного показника вiд F (a)–(б)

метра F . Як вiдомо, наявнiсть у спектрi ЛХП додатного показника є основ-

ним практичним критерiєм iснування в системи хаотичного атрактора. Як

видно з рис. 2.2а–б iснує кiлька iнтервалiв змiни F , у яких система (2.11) має

додатний ляпуновський показник. Отже, у цих iнтервалах у даної системи

iснують хаотичнi атрактори.

Розглянемо якiснi змiни типiв усталених режимiв коливань бiльш де-

тально. При F = 0.28 у системi (2.11) iснує граничний цикл, досить про-

стої, 1–тактової структури. При F = 0.2576 даний цикл втрачає стiйкiсть i в

системi вiдбувається перша бiфуркацiя подвоєння перiоду. У результатi цiєї

бiфуркацiї виникає стiйкий 2–тактний граничний цикл, перiод якого у два

рази бiльше перiоду попереднього циклу. Потiм, при F = 0.1912 у системi

вiдбувається друга бiфуркацiя подвоєння перiоду, в результатi якої втрачає

стiйкiсть 2–тактний граничний цикл i виникає стiйкий 4–тактний граничний

цикл, чий перiод у два разу бiльше перiоду попереднього циклу. Третя й че-

тверта бiфуркацiї подвоєння перiоду вiдбуваються, вiдповiдно, при F = 0.173

i F = 0.1692, у результатi чого виникають 8 i 16–тактнi цикли. Цей нескiн-

ченний каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду призводить до виникнення в

системi хаотичного атрактора при F = 0.1674. На рис. 2.3 показаний вихi-
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дний граничний цикл i три першi бiфуркацiї подвоєння перiоду, а на рис. 2.4

четверта бiфуркацiя подвоєння й хаотичний атрактор. Виниклий хаотичний

атрактор має спiральну структуру.

На наведених рисунках чiтко виднi подвоєння тактности граничних ци-

клiв. Вiдзначимо, що фазовi портрети граничних циклiв, вiдповiдних бiль-

шим, за порядковим номером, бiфуркацiям подвоєння, i хаотичного атракто-

ра зовнi будуть дуже схожими один на одного. Однак мiж ними є цiлий ряд

iстотних вiдмiнностей, одна з яких полягає в наступному. Зображуюча точка

траєкторiї циклу завжди вертається в будь-який, як завгодно малий окiл,

циклу через час строго рiвний перiоду циклу. Для хаотичного атрактора по-

вертаємiсть зображуючої точки траєкторiї в будь-який малий окiл атрактора

завжди має мiсце в силу стiйкостi за Пуассоном, однак тривалiсть iнтервалiв

часу такого повернення – непередбачувана. Моменти часу, у якi вiдбуваю-

ться такi повернення, утворюють деяку хаотичну послiдовнiсть. У хаотично-

го атрактора зображуюча точка належної йому траєкторiї здiйснює хаотичнi

блукання вздовж нескiнченного числа виткiв спiралi атрактора з непередба-

чуваними порушеннями порядку попадання в малий окiл того або iншого

витка.

Зупинимося на аналiзi перерiзiв Пуанкаре знайдених атракторiв системи

(2.11). На рис. 2.5 наведенi, побудованi за допомогою методу Ено, перерiзи

Пуанкаре площиною y3 = 0 перших трьох бiфуркацiй подвоєння гранично-

го циклу й самого хаотичного атрактора. Як видно з рис. 2.5, данi перерiзи

циклiв складаються з скiнченого числа точок. А саме, однiєї точки ( для 1–

тактного циклу), двох точок ( для 2–тактного циклу) i чотирьох точок ( для

4–тактного циклу). Цi точки повторюються через час строго рiвний перiоду

вiдповiдного циклу. На вiдмiну вiд регулярних атракторiв перерiз Пуанкаре

хаотичного атрактора (рис. 2.5.г) має бiльш складну структуру. Вiн являє

собою деяку хаотичну точкову множину, число точок якої увесь час зростає

з зростанням часу чисельного iнтегрування. Цi точки, у силу теореми iсну-

вання та єдиностi, нiколи не збiгаються одна з одною. Ця хаотична точко-
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Рис. 2.3: Граничний цикл i першi три бiфуркацiї подвоєння перiоду при F = 0.258 (a),

F = 0.192(б), F = 0.174(в) i F = 0.171(г).
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Рис. 2.4: Четверта бiфуркацiя граничного циклу при F = 0.169 (a) й хаотичний атрактор

при F = 0.1665(б).

ва множина локалiзується уздовж декiлькох областей близьких за формою

до лiнiй. Такий вид перерiзу Пуанкаре називають "квазiстрiчковим"[1]. Вiд-

мiтимо, що передбачити порядок розмiщення точок уздовж "стрiчок" , що

утворюють перерiз неможливо, однак наперед вiдомо, що розташовуватися

вони можуть тiльки уздовж цих стрiчок. Таким чином, головна вiдмiннiсть

у перерiзах Пуанкаре регулярних i хаотичних атракторiв полягає в тому, що

вони "скiнченi й передбачуванi" для регулярних атракторiв i "нескiнченнi й

непередбачуванi" для хаотичних атракторiв.

Таким чином, при зменшеннi параметра F , перехiд вiд регулярного ре-

жиму до хаотичного вiдбувається за сценарiєм Фейгенбаума [1, 2, 6], тобто

через нескiнченний каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду граничних циклiв.

Доказом реалiзацiї вищезгаданого сценарiю послуговує також i рис. 2.2б. Так

при розглядi правої частини рис. 2.2б добре виднi точки пiдходу графiка до

осi абсцис з вiд’ємної областi значень λ. Цi точки пiдходу до осi абсцис i вiдпо-
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Рис. 2.5: Перерiзи Пуанкаре площиною y3 = 0 граничних циклiв при F = 0.258 (a),

F = 0.192(б), F = 0.171(в) i хаотичного атрактора при F = 0.1665(г).
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вiдають послiдовним бiфуркацiям подвоєння перiоду. При побудовi фрагмен-

та графiка, вiдповiдного iнтервалу каскаду бiфуркацiй подвоєння в бiльшому

масштабi, вдається з високою точнiстю визначити чисельнi значення точок

бiфуркацiй i граничне значення параметра, при якому виникає хаотичний

атрактор.

Для системи (2.11) притаманний ще один з сценарiїв переходу до хаосу, а

саме через перемiжнiсть за Помо–Манневiллем. Розглянемо такий перехiд до

хаосу бiльш детально. Уважне вивчення рис. 2.2б дозволяє виявити ще одну

цiкаву закономiрнiсть у поведiнцi системи (2.11) в iнтервалi змiни параметра

F ∈ (0.114, 0.167), в якому у неї iснують хаотичнi атрактори. З цiєю метою на

рис. 2.6а наведений збiльшений фрагмент рис. 2.2б. На рисунку добре виднi

дуже вузькi iнтервали, на яких спостерiгаються провали графiка залежностi

ляпуновського характеристичного показника в область вiд’ємних значень. Цi

провали вiдповiдають iнтервалам змiни F , в яких хаотичний атрактор зникає,

i в системi (2.11) виникає регулярний усталений режим у виглядi стiйкого

граничного циклу. Такi невеликi iнтервали перiодичних режимiв в хаотичних

областях змiни параметра називаються вiкнами перiодичностi.

На рис. 2.6б наведений фазовий портрет такого циклу з вiкна перiоди-

чностi при F = 0.1425. Цiкаво, що побудований цикл є 5-тактним. Вiдповiдно,

його перерiз Пуанкаре складається з п’яти точок. Цикли з такою тактнiстю

ще не зустрiчалися при вивченнi системи (2.11). При "виходi" iз цього вiкна

перiодичностi через його праву границю, тобто при збiльшеннi F виникає

хаотичний атрактор.

На рис. 2.6в наведений розподiл природної iнварiантної мiри по фазово-

му портрету хаотичного атрактора побудований при F = 0.14275. Цей роз-

подiл характеризує ймовiрнiсть знаходження зображуючої точки траєкторiї

хаотичного атрактора в заданiй областi фазового простору. Даний розподiл

побудований в комп’ютернiй технiцi кодування вiдтiнками чорного кольору

[5, 6]. Дослiджувана система iнтегрується чисельно, а при виведеннi резуль-

татiв iнтегрування на екран комп’ютера застосовується наступний прийом.
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Рис. 2.6: Збiльшений фрагмент залежностi ляпуновського характеристичного показника

(a); граничний цикл у вiкнi перiодичностi в хаосi при F = 0.1425(б); розподiл природної

iнварiантної мiри по фазовому портрету хаотичного атрактора при F = 0.14275(в).
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При попаданнi зображуючої точки атрактора в деякий пiксель екрана цьому

пiкселю присвоюється певний колiрний код i числовий код одиниця. Якщо,

при подальшому чисельному iнтегруваннi зображуюча точка знову попадає в

цей же пiксель числовий код збiльшується на одиницю. Вiдмiтимо, що попа-

дання точок в той самий пiксель зовсiм не означає збiг їх координат, а лише

свiдчить, що їх координати як завгодно близькi одна з iншою. Тобто, рiзнi

фазовi точки хаотичного атрактора не збiгаються одна з iншою, що неможли-

во в силу теореми iснування i єдиностi, а лише так близькi мiж собою, що

їх близькiсть перевершує роздiльну здатнiсть екрана комп’ютера. Далi при

повторних попаданнях точки в певний пiксель екрана числовий код щораз

збiльшується на одиницю. Чим бiльше числовий код, тем з бiльшою яскра-

вiстю точка висвiтлюється на екранi. Таким чином, тi частини хаотичного

атрактора, де траєкторiя перебуває бiльшу частину часу, яскравiше зобра-

жуються на екранi комп’ютера. Зрозумiло, такий же ефект буде спостерi-

гатися й при роздрукiвцi результатiв чисельного iнтегрування на принтерi.

Одержуванi зображення приймають за наближене представлення розподiлу

природної iнварiантної мiри по фазовому портрету атрактора.

Побудований на рис.2.6в розподiл iнварiантної мiри прояснює механiзм

переходу вiд граничного цикла до хаотичного атрактора. Коли ми наближа-

ємося злiва до точки бiфуркацiї, яка вiдбувається при F ≈ 0.1427, до iсну-

ючого в системi стiйкого граничного циклу, типу зображеного на рис. 2.6б,

починає наближатися нестiйкий. У точцi бiфуркацiї вони зливаються й зни-

кають. При подальшому, як завгодно малому, збiльшеннi F вiдбувається, так

звана, дотична бiфуркацiя. У системи (2.11) взагалi не залишається стiйких

усталених режимiв у цiй частинi фазового простору. Тому, близькi траєкторiї

починають розбiгатися й залишати область, у якiй перебував стiйкий грани-

чний цикл. В цiй областi взагалi не iснує нiяких iнших атракторiв системи.

Але, так як нелiнiйна система (2.11) є стiйкою за Лагранжем та Пуассоном i

не має стiйких граничних множин, в околi зниклого граничного циклу, вiд-

бувається процес реiнжекцiї траєкторiй, у результатi якого вони знову повер-
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таються в область зниклого циклу. Цей процес, нескiнченно повторюючись,

призводить до утворення складної, нестiйкої за Ляпуновим (але стiйкої за

Лагранжем та за Пуассоном) граничної множини – хаотичного атрактора

типу наведеного на рис. 2.6в. Рух траєкторiй даного хаотичного атрактора

можна розбити на двi стадiї (фази: ламiнарну, якiй вiдповiдають близькi до

перiодичних рухи траєкторiй у малому околi зниклого граничного циклу, i

турбулентну, якiй вiдповiдають вiдходи траєкторiй у бiльш далекi областi

фазового простору. Таким чином, рух траєкторiй на виниклому атракторi

складається iз двох "перемiжних" фаз. Причому, моменти часу переходу вiд

ламiнарної фази до турбулентної непередбаченi. Вони утворюють хаотичну

часову послiдовнiсть. Такий перехiд вiд регулярного режиму до хаотичного

Помо й Манневилль назвали перемiжнiстю першого типу.

Як добре видно з рис. 2.6в бiльш темнi його дiлянки майже повторюють

контури граничного циклу з рис. 2.6б. Такi, бiльш темнi, дiлянки з рис. 2.6в

вiдповiдають ламiнарним фазам руху траєкторiй по атрактору. Бiльш свiтлi

дiлянки вiдповiдають турбулентним сплескам траєкторiй, якi тут вiдбуваю-

ться в середину областi локалiзацiї атрактора в фазовому просторi. Даний

рисунок також свiдчить про те, що тривалiсть ламiнарних фаз перевищує

тривалiсть турбулентних, що добре узгоджується з вiдомими теоретичними

представленнями хаотичної динамiки.

2. 2. 3. Карта динамiчних режимiв

Дуже повне й наочне представлення про поведiнку динамiчної системи

надає карта динамiчних режимiв – дiаграма на площинi, де по осях координат

вiдкладено два параметри й показанi границi областей рiзних динамiчних

режимiв. Так як в дослiджуваної системи (2.11) число параметрiв бiльше

двох, то докладна карта динамiчних режимiв складається з багатьох листiв.

Зупинимося на методицi побудови карти динамiчних режимiв. Площина

будь-яких обраних параметрiв системи розбивається, за допомогою верти-
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кально – горизонтальної сiтки, на близько вiддаленi одна вiд iншої точки . У

кожнiй сiтковiй точцi чисельно iнтегрується система рiвнянь (2.11) i визна-

чається старший ляпуновський характеристичний показник. Основна дiагно-

стика усталеного режиму системи у деякiй сiтковiй точцi площини параме-

трiв E, F , проводиться за знаком старшого ляпуновського характеристично-

го показника. Якщо старший ляпуновський показник додатний, то усталений

режим системи є хаотичним, а якщо вiдповiдний показник вiд’ємний, то уста-

лений режим є положенням рiвноваги. Якщо ж старший ляпуновський хара-

ктеристичний показник у сiтковiй точцi дорiвнює нулю, то усталений режим

системи може бути або перiодичним, або квазiперiодичним. Для уточнення

типу усталеного режиму аналiзується другий показник у спектрi ЛХП. Якщо

другий показник вiд’ємний, то усталений режим є перiодичним, а якщо цей

показник нульовий, то усталений режим – квазiперiодичний. Особливо ре-

тельно необхiдно аналiзувати ситуацiї при яких ляпуновськi показники, по

абсолютнiй величинi, порiвняннi з похибкою методу чисельного iнтегрування

(це вiдповiдає випадку, коли ми перебуваємо досить близько до границь обла-

стей динамiчних режимiв рiзних типiв). У таких випадках, для точної iден-

тифiкацiї типу усталеного режиму додатково проводиться вивчення фазових

портретiв, перерiзiв i вiдображень Пуанкаре, а також Фур’є–спектрiв. Пiсля

встановлення типу динамiчного режиму в якiй-небудь сiтковiй точцi пiкселю

екрана комп’ютера, вiдповiдному до даної точки площини параметрiв E, F

присвоюється певний колiрний код. На екранi комп’ютера виходить деяка ко-

лiрна мозаїка, що дає наочне представлення про розташування динамiчних

режимiв рiзних типiв на площинi параметрiв системи (2.11).

Приведемо один з листiв даної карти [5], побудованої для параметрiв E

(крутизни статичної характеристики електродвигуна) i F , який крiм пара-

метрiв статичної характеристики двигуна також залежить вiд довжини мая-

тника й кривошипа. Фактично одержана двопараметрична карта динамiчних

режимiв є мультипараметричною. Вона може бути перетворена в карти, що

показують залежнiсть динамiчних режимiв системи (2.11) вiд змiн E (кру-
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Рис. 2.7: Карта динамiчних режимiв.

тизни статичної характеристики електродвигуна) i, вiдповiдно, a (довжини

кривошипа), l (приведеної довжини маятника), ω0 (власної частоти маятни-

ка). При проведеннi розрахункiв по побудовi карти динамiчних режимiв по-

кладалося, що C = −0.1, D = −0, 5. На рис. 2.7 наведений, отриманий в ре-

зультатi аналiзу й обробки результатiв чисельних розрахункiв, один з листiв

карти динамiчних режимiв системи "маятник-електродвигун". Сiрi областi

карти вiдповiдають перiодичним динамiчним режимам, чорнi - хаотичним, а

зернистi -положенням рiвноваги системи. Як видно з рис. 2.7 хаотичнi режи-

ми на картi представляються у виглядi деякої "рiки" , численнi рукава якої,

"протiкають" через областi перiодичних режимiв. Положення рiвноваги си-

стеми (2.11) спостерiгаються в областi розташованої у нижнього краю карти.

Зупинимося ще на однiй важливiй характеристицi ранiш дослiджених ха-

отичних атракторiв – фрактальнiй розмiрностi. Як вiдомо, усi хаотичнi атра-

ктори є фрактальними множинами й мають дробову розмiрнiсть Хаусдорфа–
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Безiковича (фрактальну розмiрнiсть). На вiдмiну вiд хаотичних, розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безiковича для регулярних атракторiв буде цiлою. У загально-

му випадку багатовимiрної динамiчної системи дуже важко обчислити фра-

ктальну розмiрнiсть нерегулярного атрактора. Але, так як ми розглядаємо

динамiчну систему розмiрнiсть фазового простору якої дорiвнює трьом, то

для систем з такою розмiрнiстю фазового простору фрактальна розмiрнiсть

може бути знайдена за формулою Каплана–Йорка, яка у нашому випадку

набуває вигляду:

DFr = 2 +
λ1

|2C + E − λ1|
, (2.17)

де DFr – фрактальна розмiрнiсть а λ1 – старший ляпуновський показник.

На рис. 2.8a наведена залежнiсть фрактальної розмiрностi системи вiд

значень параметра F . Вiдповiдно, на рис. 2.8б наведений збiльшений фра-

гмент рис. 2.8a. Побудований графiк також може використовуватися для

iдентифiкацiї типу усталеного режиму системи (2.11). Як видно з наведе-

ного рисунка, в розглянутому iнтервалi змiни F , у системи iснують два типи

атракторiв. А саме, граничнi цикли, яким вiдповiдають тi значення F , для

яких фрактальна розмiрнiсть дорiвнює одиницi й хаотичнi атрактори, що вiд-

повiдають тим значенням F , для яких фрактальна розмiрнiсть бiльше двох.

Областi хаосу добре визначаються з рис. 2.8a, де для зручностi iдентифiка-

цiї проведена пунктирна лiнiя DFr = 2. Уважне вивчення рис. 2.8б показує,

що хаотичнi атрактори, що iснують при додатних значеннях F мають, у сере-

дньому, бiльше значення фрактальної розмiрностi. Крiм деякого ускладнення

геометричної структури атрактора це означає й бiльшу швидкiсть розбiгання

близьких фазових траєкторiй.

На закiнчення ще раз пiдкреслимо, що можливiсть виникнення дивних

атракторiв у системi "маятник-електродвигун" пов’язана винятково iз взає-

модiєю мiж її пiдсистемами – "маятником" i "електродвигуном" , а не з авто-

номними властивостями цих пiдсистем. Застосування методiв редукцiї при-

зводить до того, що моделююча динамiку система диференцiальних рiвнянь
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Рис. 2.8: Фрактальна розмiрнiсть атракторiв.

розщеплюється на двi пiдсистеми. А саме, "маятникову" , яка має двовимiр-

ний фазовий простiр i "двигунову" з одновимiрним фазовим простором. Цi

розщепленi системи вирiшуються незалежно одна вiд iншої. Очевидно, що

в таких пiдсистемах неможливе iснування хаотичних атракторiв, тому що

мiнiмальна розмiрнiсть фазового простору, при якiй можливе iснування де-

термiнованого хаосу, дорiвнює трьом [1, 2, 6]. Тому застосування редукцiйних

пiдходiв приводить до повної втрати iнформацiї про реально iснуючi хаотичнi

атрактори.

2. 3. Сферичний маятник

Сферичний маятник є найпростiшим прикладом осцилятора з двома сту-

пенями свободи, що має рiвнi частоти. Багато явищ, характерних для сфе-

ричного маятника, проявляються в динамiцi систем с розподiленими параме-

трами, що мають перiодичну координату: кiлець, цилiндричних i сферичних

оболонок, круглих пластин, середовищ в цилiндричних i сферичних порожни-
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нах. Тому, знання властивостей коливальних процесiв сферичного маятника

дає розумiння коливальних ефектiв у рядi вищезгаданих систем.

Розглянемо систему, схема якої представлена на рис. 2.9. Кривошипно–

шатуний механiзм з’єднує ротор електродвигуна iз точкою пiдвiсу фiзично-

го маятника, який, на вiдмiну вiд попереднього роздiлу , може виконувати

просторовi коливання. Як вiдомо, такий маятник називається сферичним.

Введемо декартову систему координат Oxyz як показано на рис. 2.9. Позна-

a

D

x

z

b

q

O

m

ly

Рис. 2.9: Схема розглянутої системи.

чимо через a, b довжину кривошипа й шатуна, вiдповiдно. Припустимо, що

b ≫ a. Коли кривошип a повертається на кут Θ, повзун з пiдвiсом одер-

жує перемiщення, уздовж вертикальної осi нерухливої системи координат,

виду v(t) = −a cosΘ (див. рис. 2.9). У нерухливiй декартовiй системi коорди-

нат Oxyz кiнетична енергiя системи "маятник–електродвигун" записується

у формi [5]

T =
1

2
IΘ̇2 +

1

2
m[ẋ2 + ẏ2 + (v̇ + ż)2], (2.18)

а потенцiйна

V = mg(l − z − v), (2.19)

де x, y, z–декартовi координати центру мас маятника; I- момент iнерцiї ротора
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електродвигуна; m- маса маятника; l- приведена довжина маятника. Масою

повзуна й пiдвiсу ми зневажаємо. Введемо новi змiннi α i β за формулами:

x = l sinα, y = l sin β.

Так як в системi координат Oxyz для маятника завжди виконується спiввiд-

ношення

x2 + y2 + z2 = l2,

то

z = l

√

1− sin2 α− sin2 β.

Для малих α i β лагранжiан дослiджуваної системи, T-V представимо у ви-

глядi:

T − V =
1

2
IΘ̇2 +

1

2
ml2[α̇2 + β̇2 + 2αβα̇β̇ − 2(αα̇+ ββ̇)Θ̇

a

l
sinΘ + Θ̇2a

3

l2
sin2Θ]−

−gml(
α2

2
−
α4

24
+
β2

2
−
β4

24
+
α2β2

4
+
a

l
cosΘ).

(2.20)

Тому, для основних змiнних Θ(t), α(t) i β(t) рiвняння Лагранжа (рiвняння

руху) запишуться в наступнiй формi [5]:

IΘ̈ = L(Θ̇)−H(Θ̇)−mla[Θ̈
a

l
sin2Θ+ Θ̇2a

l
sinΘ cosΘ +

g

l
sinΘ−

−(α̇2 + β̇2) sinΘ− (αα̈ + ββ̈) sinΘ];

α̈ + ω2
0(α−

α3

6
+
αβ2

2
) + δ1α̇+ α(β̇2 + ββ̈)−

−
a

l
α(Θ̇2 cosΘ + Θ̈ sinΘ) = 0;

β̈ + ω2
0(β −

β3

6
+
α2β

2
) + δ1β̇ + β(α̇2 + αα̈)−

−
a

l
β(Θ̇2 cosΘ + Θ̈ sinΘ) = 0.

(2.21)

Тут L(Θ̇)–рушiйний момент електродвигуна; H(Θ̇)–внутрiшнiй момент

сил опору обертанню ротора електродвигуна; ω0 =

√

g

l
– власна частота
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маятника; δ1–коефiцiєнт демпфiрування сили опору середовища, у якiм ру-

хається маятник.

Отримана система диференцiальних рiвнянь описує складний процес вза-

ємодiї обертання вала двигуна i просторових коливань маятника. Вона є сут-

тєво нелiнiйною й не допускає точного аналiтичного розв’язку. Для спроще-

ння системи рiвнянь (2.21) введемо малий параметр ε =
a

l
, вважаючи a≪ l.

Крiм того, припустимо, що реалiзуються умови основного параметричного

резонансу, коли швидкiсть обертання вала двигуна Θ̇ близька до подвоєної

власної частоти маятника 2ω0, а саме

Θ̇(t) = 2ω0 + εω0ν(t). (2.22)

Для дослiдження резонансних коливань маятника виконаємо в рiвнян-

нях (2.21) замiну змiнних за формулами:

α(t) = ε
1

2 [y1(τ) cos
Θ(t)

2
+ y2(τ) sin

Θ(t)

2
];

β(t) = ε
1

2 [y4(τ) cos
Θ(t)

2
+ y5(τ) sin

Θ(t)

2
].

(2.23)

За допомогою даної замiни ми перейдемо, у рiвняннях (2.21), до нових змiн-

них y1(τ), y2(τ), y4(τ), y5(τ) i повiльного часу τ ,

τ =
ε

4
Θ(t).

Пiдставимо вирази (2.23) у рiвняння (2.21) i проведемо процедуру усере-

днення за швидким часом Θ(t). При цьому, врахуємо, що:

dα(t)

dt
=
ε

1

2

2

dΘ(t)

dt
[−y1(τ) sin

Θ(t)

2
+ y2(τ) cos

Θ(t)

2
];

dβ(t)

dt
=
ε

1

2

2

dΘ(t)

dt
[−y4(τ) sin

Θ(t)

2
+ y5(τ) cos

Θ(t)

2
].

(2.24)

Пiсля проведення процедури усереднення за швидким часом одержимо
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наступну систему рiвнянь [5]:

dy1

dτ
= Cy1 − [y3 +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)]y2 −

3

4
(y1y5 − y2y4)y4 + 2y2;

dy2

dτ
= Cy2 + [y3 +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)]y1 −

3

4
(y1y5 − y2y4)y5 + 2y1;

dy3

dτ
= D(y1y2 + y4y5) + Ey3 + F ;

dy4

dτ
= Cy4 − [y3 +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)]y5 +

3

4
(y1y5 − y2y4)y1 + 2y5;

dy5

dτ
= Cy5 + [y3 +

1

8
(y21 + y22 + y24 + y25)]y4 +

3

4
(y1y5 − y2y4)y2 + 2y4.

(2.25)

При виведеннi системи рiвнянь (2.25) використовувалася лiнiйна апро-

ксимацiя статичної характеристики двигуна, коли

L(Θ̇)−H(Θ̇)

I +
1

2
ma2

= ε
ω0

2
(N0 − EΘ̇) + ε2 + ... . (2.26)

Тому

F = (
N0

ω0
− 2E)

l

a
, D = −

2ml2

I +
1

2
ma2

, C = −
δ1

ω0
.

Крiм того, у системi (2.25) введене позначення y3 = ν.

Отримана система диференцiальних рiвнянь п’ятого порядку (2.25) ви-

користовується в якостi математичної моделi детермiнованої коливальної ди-

намiчної системи "сферичний маятник–електродвигун". Вiдмiтимо, що бiль-

шiсть дослiджень динамiки сферичного маятника проводилося й проводиться

в припущеннi, що джерело збудження коливань маятника iдеальне, тобто має

необмежену потужнiсть. Зрозумiло такий пiдхiд приводить до припущення

про необмеженiсть потужностi електродвигуна, що збуджує коливання ма-

ятника. Тобто, має мiсце своєрiдна реалiзацiя концепцiї "вiчного двигуна".

Зрозумiло, з метою подолання такого концептуального протирiччя, допуска-

ють, що потужнiсть електродвигуна не необмежена, а настiльки велика, що

маятник виявляє нехтуємо малий вплив на обертання вала електродвигуна.
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Покажемо до яких грубих помилок у визначеннi усталених коливань маятни-

ка призводить така iдеалiзацiя джерела збудження коливань.

При iдеалiзацiї джерела збудження, система рiвнянь (2.25) розщеплю-

ється на двi пiдсистеми. Одна пiдсистема складається з першого, другого,

четвертого й п’ятого рiвнянь системи (2.25). Друга пiдсистема складається з

одного третього рiвняння системи (2.25). Причому, так як впливом коливань

маятника на обертання вала двигуна нехтують, у цьому рiвняннi вважаються

D = 0. Тодi третє рiвняння (2.25) стає лiнiйним i для нього елементарно може

бути знайдений загальний розв’язок (функцiя y3), який потiм пiдставляється

в першу пiдсистему. Надалi можна проводити дослiдження розв’язкiв першої,

"маятникової" пiдсистеми. Вiдмiтимо, що при застосуваннi iдеалiзацiї джере-

ла збудження не вдається виявити хаотичних усталених коливань маятника

при вертикальному збудженнi точки його пiдвiсу [5].

Подальшою метою дослiдження є вивчення можливих типiв атракторiв

системи рiвнянь (2.25). Тому що дана система є досить складною нелiнiй-

ною системою рiвнянь, то для побудови її атракторiв застосовується цiлий

комплекс чисельних методiв i алгоритмiв. Методика проведення таких дослi-

джень детально викладена нами в попередньому роздiлi.

При проведеннi чисельних розрахункiв покладалося, що параметри си-

стеми (2.25) мають наступнi значення:

C = −0.5, D = −1, F = 0.5. (2.27)

Початковi умови варiювалися в околi початку координат фазового простору

системи рiвнянь (2.25).

У якостi бiфуркацiйного розглядався параметр E – кут нахилу стати-

чної характеристики електродвигуна, що залежить вiд типу застосовуваного

двигуна. Покажемо, що при так обраних значеннях в просторi параметрiв

системи iснують значнi областi, в яких у системи (2.25) iснують хаотичнi

атрактори.

Дослiдження iдентифiкацiї типiв атракторiв системи (2.25) починаємо
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з розрахункiв старшого ляпуновського характеристичного показника. На-

гадаємо, що додатнiсть такого показника є основним практичним критерi-

єм хаотичної поведiнки системи. На рис. 2.10 наведена залежнiсть старшо-

го ляпуновського характеристичного показника λ вiд кута нахилу стати-

чної характеристики E. Як видно з наведеного рисунка, практично для всiх

E ∈ (−1.27,−0.1) у системи iснують хаотичнi атрактори. На графiку також

помiтнi провали значення старшого ляпуновського показника, якi вiдповiда-

ють вузьким вiкнам перiодичностi. Цих вiкон бiльше в лiвiй частинi графiка.

E

-1.5 -1 -0.5 0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Рис. 2.10: Залежнiсть старшого ляпуновського характеристичного показника вiд кута

нахилу статичної характеристики.

При значеннях E ≥ −1.75 у системi (2.25) iснує стiйкий граничний цикл

досить простої структури. При E = −1.42 такий цикл втрачає стiйкiсть i

в його околi виникає стiйкий граничний цикл подвоєного перiоду. Вiдбуває-

ться перша бiфуркацiя подвоєння перiоду циклу. При подальшiм зростаннi

значень E у системi триває каскад бiфуркацiй подвоєння. Проекцiї фазового

портрету циклу й декiлькох бiфуркацiй подвоєння його перiоду наведенi на
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рис. 2.11 i рис. 2.12. Одна з наведених на рисунках проекцiй включає змiннi

y1, y2, пропорцiйнi маятниковiй кутовiй змiннiй α, i змiнну y3, що характе-

ризує обертання вала електродвигуна. Друга, з наведених на рисунках про-

екцiй, включає по однiй компонентi з маятникових змiнних α, β i змiнну y3.

На рисунках добре помiтне подвоєння тактностi граничних циклiв з кожною

наступною бiфуркацiєю. Цей нескiнченний каскад бiфуркацiй подвоєння пе-

рiоду циклу завершується народженням хаотичного атрактора в критичнiй

точцi E ≈ −1.275. Таким чином, перехiд до хаосу вiдбувається у вiдповiдно-

стi зi сценарiєм Фейгенбаума.

На рис. 2.13а–б наведенi проекцiї виниклого в результатi каскаду бiфур-

кацiй подвоєння хаотичного атрактора. Цей атрактор має спiральну структу-

ру й трохи нагадує хаотичнi атрактори знайденi нами для плоского маятника.

Слiд пiдкреслити, що такi хаотичнi атрактори мають якусь, iнодi досить зна-

чну, подiбнiсть фазового портрету до фазових портретiв циклiв великої та-

ктностi, при бiфуркацiях яких народжуються такi хаотичнi атрактори. Однак

тут є одна принципова вiдмiннiсть. Граничнi цикли, незважаючи на них як

завгодно велику тактнiсть, характеризуються регулярним поверненням тра-

єкторiї в будь-яку точку циклу через час строго рiвний перiоду циклу. У

випадку ж хаотичного атрактора картина зовсiм iнша. Траєкторiя обов’яз-

ково нескiнченне число раз повертається в кожний, як завгодно малий, окiл

атрактора, але час таких повернень непередбачуваний. Моменти часу цих

повернень утворюють деяку хаотичну послiдовнiсть.

На рис. 2.13в–г наведенi проекцiї перерiзу Пуанкаре, площиною y3 = −15

i вiдображення Пуанкаре по змiннiй y2. Як видно з наведених рисункiв, пе-

рерiз Пуанкаре має квазiстрiчкову структуру. Число точок цього перерiзу

постiйно росте з зростанням часу чисельного iнтегрування. Його точки утво-

рюють деяку хаотичну множину точок. Вiдповiдно вiдображення Пуанкаре

за формою нагадує одномiрну криву з локальним максимумом. Це може бу-

ти доказом того, що система (2.25) перебуває в хаотичному режимi. Дане

одномiрне вiдображення може служити для наближеного вивчення динамiки

75



y1-2 -1 0 1 2 3

y2
-5

0
5

y3

-15

-10

-5

0

5

y2-5
0

5

y3
-10

-5
0

y5

-10

-5

0

5

10

а б

y1-2
0

2
4

y2
-5

0
5

y3

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

y2-5
0

5

y3 -20
-15

-10
-5

0

y5

-10

-5

0

5

10

в г

Рис. 2.11: Проекцiї фазового портрету граничного циклу при E = −1.43 (a), (б) i першої

бiфуркацiї подвоєння при E = −1.31 (в), (г).
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Рис. 2.12: Проекцiї фазового портрету другої бiфуркацiї подвоєння при E = −1.29 (a),

(б) i третьої бiфуркацiї подвоєння при E = −1.28 (в), (г).
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Рис. 2.13: Проекцiї фазового портрету хаотичного атрактора при E = −1.25 (a), (б) його

перерiз (в) i вiдображення Пуанкаре (г).
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системи. Природно, що дослiдження одномiрних вiдображень набагато про-

стiше дослiджень систем диференцiальних рiвнянь iз розмiрнiстю фазового

простору рiвної п’яти. Таким чином, виявлений хаотичний атрактор має де-

яку якiсну подiбнiсть з хаотичними атракторами, знайденими в плоского ма-

ятника. До речi, старший ляпуновський характеристичний показник побудо-

ваного хаотичного атрактора рiвний 0.072. Така величина показника близька

до величин старших ляпуновських показникiв хаотичних атракторiв плоско-

го маятника. Вiдзначимо ще одну особливiсть виявлених атракторiв системи,

як регулярних, так i хаотичних. Вони мають симетрiю фазових портретiв по

змiнним y1, y2 i y4, y5, вiдповiдно. Це пояснюється симетрiєю рiвнянь (2.25)

вiдносно даних змiнних.

Як ми вже встановили ранiше усталенi хаотичнi режими, якi виникають

у системi (2.25) при E ≈ −1.275 продовжують iснувати на дуже значному

iнтервалi змiни E. При зростаннi значення E у системi спостерiгаються стру-

ктурнi перебудови типу "хаос–хаос" , тобто хаотичний атрактор одного типу

в результатi внутрiшнiх бiфуркацiйних явищ змiнюється хаотичним атракто-

ром iншого типу. Простежимо за змiною властивостей хаотичних атракторiв

при зростаннi E.

При −1.27 ≤ E ≤ −1.18 спостерiгається розвиток хаотичного атрактора,

що полягає в збiльшеннi об’єму областi у фазовому просторi, у якiй перебу-

вають траєкторiї атрактора, i бiльш щiльному заповненнi цiєї областi трає-

кторiями атрактора. Проекцiя фазового портрету хаотичного атрактора, по-

будованого при E = −1.18 наведена на рис. 2.14а. Перерiз i вiдображення

Пуанкаре для цього атрактора якiсно iдентичнi наведеним на рис. 2.13в–г.

Вiдбувається деякий рiст величини старшого ляпуновського показника, який

при E = −1.18 досягає значення 0.134. При E = −1.17 кiлькiснi змiни, що

накопичуються, призводять до помiтної перебудови структури iснуючого ха-

отичного атрактора. Проекцiя фазового портрету такого атрактора, його пе-

рерiз i вiдображення Пуанкаре наведенi на рис. 2.14б–г. Як видно з рисункiв,

що особливо помiтно, при порiвняннi з наведеними на рис. 2.13в–г, змiнилися
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перерiз i вiдображення Пуанкаре атрактора, хоча перерiз Пуанкаре продов-

жує мати квазiстрiчкову структуру.

При подальшому зростаннi E спостерiгається дуже помiтне збiльшення

фазового об’єму областi локалiзацiї траєкторiй атрактора, особливо по на-

пряму змiнної y3. Помiтно, до 0.34 зростає старший ляпуновський характери-

стичний показник, що свiдчить про значне збiльшення швидкостi розбiгання

близьких фазових траєкторiй атрактора. На рис. 2.15 наведенi, вiдповiдно,

проекцiї фазового портрету, перерiзу й вiдображення Пуанкаре хаотичного

атрактора при E = −1.01. Дуже своєрiдний вид здобуває двовимiрна про-

екцiя фазового портрету. Виниклий "двоокий" атрактор дуже нагадує вi-

домого "метелика" атрактора Лоренца, що свiдчить про тiсний зв’язок рi-

зних типiв хаотичних атракторiв з рiзних роздiлiв нелiнiйної динамiки. Як i

у всiх, ранiш розглянутих у цьому параграфi, хаотичних атракторiв, перерiз

Пуанкаре (рис. 2.15в) має квазiстрiчкову структуру. Але дуже помiтно ускла-

днилося вiдображення Пуанкаре (рис. 2.15г), яке представляє суперпозицiю

декiлькох лiнiй типу парабол.

Слiд зазначити, що в iнтервалi змiни параметра −1.27 ≤ E ≤ −1.01

областi хаосу чергуються з невеликими вiкнами перiодичностi.

При проходженнi параметром E точки -1.0 у системi вiдбувається жорс-

тка бiфуркацiя типу "хаос–хаос" у результатi якої виникає хаотичний атра-

ктор iншого типу. На рис. 2.16 наведенi рiзнi характеристики нового хаоти-

чного атрактора. Як видно з рисунка вiдбувається поворот проекцiї фазового

портрету. Особливо наочно це проявляється при порiвняннi двовимiрних про-

екцiй з рис. 2.15б i 2.16б, з яких добре видний поворот "очей" , що вiдбувся

в нового атрактора по порiвнянню з ранiш iснуючим. Змiнюється й перерiз

Пуанкаре (рис. 2.16в), точки якого починають розбiгатися на сiчнiй площинi,

втрачаючи квазiстрiчкову структуру. Дуже мiняється вигляд вiдображення

Пуанкаре (рис. 2.16г), яке тепер представляє собою надзвичайно складну су-

перпозицiю лiнiй, серед яких явно проглядаються рiзнi параболи.

Такий тип хаотичного атрактора iснує, за винятком вузького вiкна пе-
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Рис. 2.14: Проекцiя фазового портрету хаотичного атрактора при E = −1.18 (a); проекцiя

фазового портрету (б), перерiз (в) i вiдображення Пуанкаре (г) хаотичного атрактора при

E = −1.17.
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Рис. 2.15: Проекцiї фазового портрету хаотичного атрактора (a), (б), його перерiз (в) i

вiдображення Пуанкаре (г) при E = −1.01.
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Рис. 2.16: Проекцiї фазового портрету хаотичного атрактора (a), (б), його перерiз (в) i

вiдображення Пуанкаре (г) при E = −0.89.
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рiодичностi, на всьому подальшому дослiдженому iнтервалi змiни значень

E. Однак у структурi атрактора вiдбуваються деякi змiни при збiльшеннi

E. Так, на рис. 2.17 наведенi характеристики хаотичного атрактора побудо-

ваного при E = −0.61. Цей хаотичний атрактор має найбiльший старший

ляпуновський показник рiвний 0.457, що помiтно перевершує аналогiчнi по-

казники атракторiв, виявлених нами при E < −1. Як ми вже вiдзначали, це

свiдчить про бiльшу швидкiсть розбiгання, нестiйких за Ляпуновим, близь-

ких у початковий момент часу траєкторiй атрактора. При загальнiй схожостi

фазових портретiв даного атрактора й наведеного на рис. 2.16а–б, вiдзначимо

зникнення "очей" на двовимiрнiй проекцiї фазового портрету. Змiнюється, у

порiвняннi з попереднiм випадком, i вид перерiзу Пуанкаре, точки якого по-

чинають хаотично групуватися уздовж декiлькох кривих, що вiддалено нага-

дують концентричнi кола. Ще бiльш ускладнюється вiдображення Пуанкаре,

що унеможливлює будь-яку одномiрну дискретну апроксимацiю розглянутої

задачi.

При подальшiм збiльшеннi значень E починає помiтно зменшуватися

фазовий об’єм областi, у якiй розташовується хаотичний атрактор . Нарештi,

при E = −0.1 вiдбувається руйнування хаотичного атрактора й у систе-

мi (2.25) виникає стiйке положення рiвноваги. На рис. 2.18 наведений пере-

рiз i вiдображення Пуанкаре, а також розподiл природної iнварiантної мi-

ри по проекцiї фазового портрета для хаотичного атрактора, побудованого

при E = −0.12, тобто незадовго до його зникнення. Точки перерiзу Пуан-

каре чiтко хаотично групуються уздовж кривих, що нагадують за формою

концентричнi кола. Вiдображення Пуанкаре практично здобуває вид деякого

точкового вiдображення. Дуже цiкавий вигляд має розподiл iнварiантної мi-

ри для фазового портрета атрактора (рис. 2.18в). Густе затемнення в центрi

рисунка показує, що основний час траєкторiї атрактора перебувають в околi

точки (0, 0). Ця точка є проекцiєю нестiйкого положення рiвноваги систе-

ми (2.25). Хаос здобуває структуру досить типову для перемiжностi. Фазовi

траєкторiї даного атрактора системи намагаються притягтися до нульового
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Рис. 2.17: Проекцiї фазового портрету хаотичного атрактора (a), (б), його перерiз (в) i

вiдображення Пуанкаре (г) при E = −0.61.
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положення рiвноваги, внаслiдок чого вони тривалий час блукають у малому

околi цього положення (ламiнарна стадiя, якiй вiдповiдають густо затемне-

нi дiлянки на рис. 2.18в). Потiм, у непередбачуваний наперед момент часу

вiдбувається турбулентний сплеск, що супроводжується неперiодичними роз-

кручуваннями по витках спiралi атрактора.

Розглянемо характернi риси розподiлу спектральних густин ( Фур’є–

спектрiв) для рiзних типiв атракторiв системи (2.25). Так на рис. 2.19а–в наве-

денi розподiли спектральних густин для деяких бiфуркацiй з ранiш вивченого

нами каскаду бiфуркацiй подвоєння перiодiв граничних циклiв системи, якi

мали мiсце для значень E ∈ (−1.45,−1.275) (див. рис. 2.11– 2.12). Вiдповiд-

но на рис. 2.19а наведенi Фур’є–спектри першої, на рис. 2.19б – другої, а на

рис. 2.19в – третьої бiфуркацiї каскаду. Усi наведенi спектри є дискретними

з чiткими пiками на основних гармонiках розкладу часових реалiзацiй гра-

ничних циклiв у ряд Фур’є. Причому, число пiкiв цих дискретних спектрiв

подвоюється з кожною новою бiфуркацiєю. На рис. 2.19г наведений Фур’є–

спектр хаотичного атрактора, який виникає в результатi цього нескiнченного

каскаду. Як видно з рис. 2.19г, спектр стає неперервним, що є ще одним пiд-

твердженням того, що система (2.25) перебуває в хаотичному режимi. Однак

в неперервному спектрi з рис. 2.19г чiтко виднi пiки гармонiк зниклих гра-

ничних циклiв.

Розвиток хаосу при зростаннi E, крiм змiн структури фазового портрету

й iнших характеристик хаотичних атракторiв, також приводить до помiтних

змiн їх Фур’є–спектрiв. Так, на наступному рисунку наведенi Фур’є–спектри

хаотичних атракторiв iснуючих у системi при E = −1.17 (рис. 2.20а) i при

E = −1.01 (рис. 2.20б). Спектр наведений на (рис. 2.20а) вiдповiдає значенню

E, при якому спостерiгається помiтна змiна структури фазового портрету

хаотичного атрактора в порiвняннi з фазовим портретом хаосу, виниклого в

результатi каскаду бiфуркацiй подвоєння. У свою чергу спектр, наведений

на рис. 2.20б вiдповiдає хаотичному атрактору, що iснує бiля правого порогу

жорсткої перебудови хаотичних режимiв. Обидва спектри є неперервними.
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Рис. 2.18: перерiз (a), вiдображення Пуанкаре (б) i розподiл iнварiантної мiри хаотичного

атрактора (в) при E = −0.12.
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Рис. 2.19: Розподiл спектральної густини перших трьох бiфуркацiй подвоєння (a), (б),

(в) i розподiл спектральної густини хаотичного атрактора при E = −1.25(г) .
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Рис. 2.20: Розподiл спектральної густини хаотичного атрактора при E = −1.17 (a) i при

E = −1.01 (б) .

Однак, у порiвняннi з ранiш розглянутим випадком, починає спостерiгатися

руйнування пiкiв спектра(лiвий рисунок), яке в кiнцi кiнцiв призводить до

повної вiдсутностi пiкiв у неперервному спектрi атрактора.

Нарештi, розглянемо Фур’є–спектри хаотичних атракторiв iснуючих у

системi пiсля жорсткої бiфуркацiї типу "хаос–хаос" , тобто при E > −1.0.

На рис. 2.21 наведенi спектри двох таких хаотичних атракторiв. Причому,

рис. 2.21а вiдповiдає значенню E = −0.61 (хаотичний атрактор з найбiль-

шим старшим ляпуновським показником), а рис. 2.21б вiдповiдає значенню

E = −0.12 (атрактор бiля порогу зникнення хаосу). Обидва спектри є непе-

рервними й являють собою якийсь "шумовий" п’єдестал з повною вiдсутнi-

стю якихось помiтних пiкiв i вiдсутнiстю завалiв по всiй областi розглянутих

частот. Такi "рiвномiрнi" Фур’є–спектри властивi усiм хаотичним атракто-

рам, iснуючим у системi при E > −1.0.

Викликає iнтерес порiвняння отриманих результатiв з випадком iдеалi-

зацiї джерела збудження коливань. Як ми вже вiдзначали ранiш, при такому
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Рис. 2.21: розподiл спектральної густини хаотичного атрактора при E = −0.61 (a) i при

E = −0.12 (б) .

пiдходi проводиться редукцiя системи рiвнянь (2.25), пiсля проведення якої

дослiджується нова система, що полягає з першого, другого, четвертого й

п’ятого рiвнянь системи (2.25). При цьому, невiдома функцiя y3 вважається

постiйним параметром. Було проведено чисельне iнтегрування такої систе-

ми рiвнянь при C = −0.5 i значеннях y3 змiнних у границях вiд -250 до 30.

Вiдмiтимо, що це границi змiни амплiтуд коливань функцiї y3 в усталених

хаотичних режимах. При чисельних розрахунках значення y3 змiнювалося з

дуже малим кроком. У всiх випадках спостерiгається вихiд системи на стiйке

положення рiвноваги, причому для |y3| ≥ 3 це положення рiвноваги завжди

має вигляд y1 = y2 = y4 = y5 = 0. У данiй областi змiни параметрiв не вияв-

лено не тiльки хаотичних атракторiв, але навiть i стiйких граничних циклiв

[5]. Це, в черговий раз, свiдчить до яких грубих помилок в описi динамiки

системи призводить нехтування взаємодiєю коливальної пiдсистеми з джере-

лом збудження коливань. Передбачуванi простi стiйкi положення рiвноваги

в дiйсностi виявляються найскладнiшими хаотичними атракторами.
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2. 4. Питання для самоконтролю

1. Що таке коливальна система з обмеженим збудженням.

2. Як визначається кiнетична та потенцiйна енергiя системи "маятник –

електродвигун".

3. Як вводиться малий параметр у системi "маятник – електродвигун".

4. Як визначається повiльний час.

5. Запишiть основну математичну модель системи "маятник – електро-

двигун".

6. Як довести дисипативнiсть системи "маятник – електродвигун".

7. Як виводяться умови асимптотичної стiйкостi системи "маятник – еле-

ктродвигун".

8. Яка методика застосовується для дослiдження усталених режимiв ви-

щевказаної системи.

9. Як доводиться iснування детермiнованого хаосу в системi "маятник –

електродвигун".

10. Опишiть перехiд до хаосу в системi "маятник – електродвигун"за

сценарiєм Фейгенбаума.

11. Як iдентифiкується перехiд до хаосу за допомогою розподiлiв приро-

дної iнварiантної мiри.

12. Що таке вiкно перiодичностi.

13. Опишiть перехiд до хаосу в системi "маятник – електродвигун"за

сценарiєм Помо–Манневiлля.

14. Що таке карта динамiчних режимiв.

15. Як визначається фрактальна розмiрнiсть системи "маятник – еле-

ктродвигун".

16. До яких грубих помилок може призвести застосування методiв реду-

кцiї в системi "маятник – електродвигун".

17. Як вводяться узагальненi координати системи "сферичний маятник

– електродвигун".
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18. Запишiть основну математичну модель системи "сферичний маятник

– електродвигун".

19. Який основний критерiй застосовується для встановлення iснування

детермiнованого хаосу в системi "сферичний маятник – електродвигун".

20. Як здiйснюється реалiзацiя сценарiю Фейгенбаума в системi "сфери-

чний маятник – електродвигун".

21. Якi перерiзи та вiдображення Пуанкаре притаманнi системi "сфери-

чний маятник – електродвигун".

22. Особливостi хаотичних атракторiв системи "сферичний маятник –

електродвигун"

23. Чи можливий гiперхаос у системi "сферичний маятник – електродви-

гун".

24. Особливостi Фур’є–спектрiв системи "сферичний маятник – електро-

двигун".

25. До чого може призвести нехтування обмеженiстю збудження.
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