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Введение

Актуальность темы. Одним из самых значительных научных открытий

последних десятилетий является открытие детерминированного хаоса в ди-

намических системах. Суть этого открытия состоит в том, что полностью

определенная (детерминированная) динамическая система, при отсутствии

каких–либо случайных воздействий на нее, начинает вести себя непредсказуе-

мым (хаотическим) образом. Однако в этой непредсказуемости (хаотичности)

при более тщательном рассмотрении удается выявить ряд закономерностей

в поведении системы, что отличает данное явление от классических случай-

ных процессов. Более того, в отличие от классических случайных процессов,

явление детерминированного хаоса может быть воспроизведено в натурных,

лабораторных и численных экспериментах. Что самое существенное, детер-

минированный хаос не является каким–либо исключительным режимом по-

ведения динамических систем, наоборот, такие режимы наблюдаются в очень

многих динамических системах, рассматриваемых в математике, физике, хи-

мии, биологии и медицине. Такие детерминированные хаотические режимы

зачастую являются более типичными режимами, чем полностью предсказуе-

мые (регулярные) режимы. Можно сказать, что окружающий нас материаль-

ный мир "полностью погружен в хаос". Как выяснилось, явление детермини-

рованного хаоса присуще не только материальному миру. В последнее время

такие явления все чаще описываются в исследованиях по экономике, социо-

логии, философии, истории. Поэтому исследования по хаотической динамике

являются одним из магистральных путей развития современного естествозна-

ния. Такие исследования широко проводятся во всех промышленно развитых
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странах мира.

Явления детерминированного хаоса возможны только в нелинейных си-

стемах. Поэтому с открытием детерминированного хаоса полностью разве-

ялись ранее бытовавшие иллюзии о возможности сколь–нибудь адекватного

описания реальных процессов при помощи линейных математических моде-

лей. Взгляд на нелинейные системы как на некоторое "косметическое" улуч-

шение линейных моделей безоговорочно уходит в прошлое.

Математическим образом детерминированного хаоса зачастую выступа-

ют, так называемые, странные аттракторы – сложнейшим образом устроен-

ные предельные множества в фазовых пространствах динамических систем.

На практике первый странный аттрактор был построен американским иссле-

дователем Э.Н.Лоренцем в 1963 году при изучении процессов теплообмена в

воздушных течениях. Однако предпосылки существования хаотической ди-

намики в детерминированных нелинейных системах можно обнаружить еще

в работах великого А.Пуанкаре, который столкнулся со сложной динамикой в

знаменитой задаче трех тел в небесной механике. В частности, он описал, так

называемую, гомоклиническую траекторию такими словами:"Поражаешься

сложности этой фигуры, которую я даже не пытаюсь изобразить. Ничто не

является более подходящим, чтобы дать нам представление о сложности за-

дачи трех тел, в которой нет однозначного интеграла и ряды расходятся."

Следует отметить, что анализ гомоклинических траекторий стал доступен

специалистам лишь шестьдесят лет спустя после опубликования работ Пуан-

каре. Сейчас установлено, что такие гомоклинические траектории являются

одним из основных механизмов при образовании странного аттрактора.

В исследованиях 70–х годов прошлого века убедительно показано, что

основной причиной образования странных аттракторов является экспонен-

циальная неустойчивость принадлежащих им траекторий. Поэтому особое

значение приобрели введенные А.Ляпуновым в 1892 году характеристические

показатели, которые теперь называются ляпуновскими. Сейчас установлено,

что наличие у динамической системы хотя бы одного положительного ляпу-
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новского показателя является практическим критерием хаоса.

Исследование сложной динамики детерминированных систем прово-

дилось в работах Д.Биркгофа, А.А.Андронова, Э.Хопфа, Л.Д.Ландау,

С.Улама, Н.Н.Боголюбова, Ю.А.Митропольского, Дж.Хейла, В.И.Арнольда,

Ю.Мозера и многих других авторов. Здесь следует отметить работы

А.М.Самойленко и его школы (Ю.В.Теплинский, В.Л.Кулик и др.) по ис-

следованию тороидальных многообразий динамических систем.

После опубликования ставшей к настоящему времени классической

работы Э.Н.Лоренца число публикаций по хаотической динамике начинает

лавинообразно нарастать. Это направление становится одним из ведущих

в современной теории динамических систем. Здесь следует выделить ис-

следования В.С.Анищенко, В.И.Арнольда, Г.Бенеттина, Г.М.Заславского,

Д.Йорка, Д.Каплана, А.П.Кузнецова, С.П.Кузнецова, П.Манневилля,

В.М.Мелешко, В.К.Мельникова, Ю.И.Михлина, Ю.И.Неймарка, И.Помо,

Д.Рюэля, Я.Г.Синая, С.Смейла, Ф.Такенса, М.Фейгенбаума, Л.Чуа, М.Эно,

А.Н.Шарковского, Л.П.Шильникова и многих других. Несмотря на увели-

чение с каждым годом числа публикаций по детерминированному хаосу

многие аспекты этой теории остаются невыясненными и требуют дальней-

шего интенсивного изучения.

Вторым научным направлением, к которому принадлежит диссертаци-

онная работа, является теория систем с ограниченным возбуждением. Воз-

никшая из экспериментов немецкого механика А.Зоммерфельда в начале

двадцатого века, как установившееся научное направление, данная теория

сформировалась с выходом в 1964 году монографии украинского ученого

В.О.Кононенко, в которой была введена четкая аксиоматика и построены

математические модели для широкого круга задач. Теория систем с огра-

ниченным возбуждением исследует взаимодействие колебательных систем с

источниками возбуждения их колебаний. В рамках этой теории предполага-

ется, что источники возбуждения колебаний имеют мощность, сравнимую с

мощностью, потребляемой колебательной нагрузкой. В таком случае функ-
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ционирование источника энергии зависит от режима колебаний нагрузки и

его воздействие нельзя выразить в виде явной функции времени заранее за-

данного вида. Тогда как при традиционном математическом моделировании

колебательной системы рассматриваются идеализированные источники воз-

буждения неограниченной мощности. Во многих случаях "идеальный" под-

ход является принципиально неверным, что на практике приводит к грубым

ошибкам в описании динамики как колебательной системы, так и источника

возбуждения. Еще более актуальным применение моделей ограниченного воз-

буждения становится в наше время, когда перед человечеством во весь рост

становятся проблемы глобального энергосбережения, что заставляет макси-

мально минимизировать мощности применяемых источников возбуждения.

За время прошедшее после выхода монографии В.Кононенко, в теории

систем с ограниченным возбуждением получен целый ряд важных резуль-

татов, среди которых следует отметить работы К.В.Фролова, Р.Ф.Ганиева,

Т.С.Краснопольской, М.Ф.Диментберга, А.А.Алифова, М.А.Павловского,

Х.Балтазара, С. Де Соуза, Р.Бразил, А.Фенили. В настоящий момент теория

систем с ограниченным возбуждением является интенсивно развивающимся

научным направлением.

Открытие детерминированного хаоса стимулировало появление нового

раздела в теории систем с ограниченным возбуждением, связанного с изуче-

нием хаотических режимов взаимодействия колебательных систем с источ-

никами возбуждения колебаний. Причем, особый интерес вызывают хаоти-

ческие режимы, возникновение которых связано с нелинейным взаимодей-

ствием между колебательной системой и источником возбуждения, а не с их

автономными свойствами.

Связь работы с научными программами, планами, темами.

Диссертационная работа выполнялась в соответствии с общим планом на-

учной работы кафедры математической физики физико–математического

факультета НТУУ "Киевский политехнический институт" и госбюджетной

темы физико–математического факультета НТУУ "Киевский политехниче-
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ский институт" (номер государственной регистрации 0104400417, код КВН-

ГДI.1.0.04.01). Тема диссертации утверждена Ученым Советом НТУУ "Ки-

евский политехнический институт" (протокол №7 от 29 июня 2005 г.).

Цель и задачи исследования. Целью исследования является получе-

ние существенно новых результатов по хаотической динамике ряда детерми-

нированных динамических систем с ограниченным возбуждением.

Объектом исследования являются системы дифференциальных уравне-

ний, описывающие нелинейное взаимодействие маятниковых, электроупру-

гих и гидродинамических систем с источниками возбуждения движений.

Предметом исследования являются регулярные и хаотические аттракто-

ры вышеперечисленных динамических систем, их сечения и отображения Пу-

анкаре, фазопараметрические характеристики, спектры ляпуновских харак-

теристических показателей, распределения спектральной плотности и есте-

ственной инвариантной меры, исследование сценариев перехода от регуляр-

ных движений к хаотическим, а также изучение влияния факторов запазды-

вания.

Методы исследования. В работе используются разные аналитические и

численные методы. Для упрощения математических моделей, рассмотренных

в работе динамических систем, и для исследования влияния запаздывания на

стабилизацию маятниковых систем применяется метод усреднения.

При проведении исследований по хаотической динамике, рассмотрен-

ных в работе систем дифференциальных уравнений, применяются следую-

щие численные методы и алгоритмы: метод Рунге–Кутты с переменным ша-

гом, алгоритм Бенеттина, метод Эно, метод Файлона, компьютерный метод

кодирования оттенками.

Научная новизна полученных результатов. В диссертационной ра-

боте получены следующие новые научные результаты.

Разработана методика и создан пакет прикладных программ для ком-

пьютерных исследований по хаотической динамике рассмотренных систем

дифференциальных уравнений, благодаря которому получены результаты
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работы, которые касаются динамического хаоса.

Для маятниковых систем. Применен новый подход, благодаря кото-

рому построены энергетически корректные математические модели некото-

рых маятниковых систем как в виде систем дифференциальных уравнений

без отклонения аргумента, так и в виде систем дифференциальных уравне-

ний с запаздыванием, а также в виде систем дифференциальных уравнений

нейтрального типа.

Обнаружено существование хаотических аттракторов у таких систем

несмотря на то, что их существование в некоторых случаях ранее считалось

невозможным. Подробно проанализировано влияние параметров маятника и

источника возбуждения его колебаний (электродвигателя) на возникновение,

развитие и исчезновение детерминированного хаоса. Описаны сценарии пе-

рехода от регулярных колебаний к хаотическим и наоборот. Получены фа-

зопараметрические характеристики и спектры ляпуновских характеристиче-

ских показателей систем. Построены и детально проанализированы фазовые

портреты, сечения и отображения Пуанкаре, распределения естественной ин-

вариантной меры и распределения спектральной плотности хаотических ат-

тракторов.

Исследовано влияние различных факторов запаздывания на устойчи-

вость положений равновесия маятников в идеальном и неидеальном случаях.

Показано, что наличие запаздывания приводит к существенному увеличению

количества установившихся режимов взаимодействия между маятником и

электродвигателем. Установлено, что запаздывание может играть роль свое-

образного энергетического регулятора, приводящего к появлению необычных

установившихся режимов взаимодействия, при которых скорость вращения

вала двигателя достигает значений превышающих скорость вращения вала

без колебательной нагрузки. Доказано, что в некоторых областях в простран-

стве параметров рассмотренных систем запаздывание, фактически, играет

роль управляющего воздействия при стабилизации (дестабилизации) колеба-

ний маятника.
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Для систем "генератор–пьезокерамический излучатель" . При-

менение и исследование новой математической модели, описывающей процесс

взаимодействия колебательных режимов пьезокерамического излучателя и

задающего электрогенератора, позволило установить, что рассмотренная за-

дача обладает исключительным разнообразием установившихся режимов как

регулярных, так и хаотических. По сути рассмотренной динамической си-

стеме присуще значительное число эффектов характерных для задач нели-

нейной динамики в целом. Все далее перечисленные эффекты установлены

впервые.

Изучено влияние изменения параметров генератора на возникновение

установившихся режимов колебаний системы. В данной детерминированной

системе было обнаружено несколько типов хаотических аттракторов, в том

числе и два типа гиперхаотических. Установлены и объяснены заметные отли-

чия в фазовых портретах, сечениях и отображениях Пуанкаре, распределени-

ях инвариантной меры и спектральной плотности у существующих в системе

хаотических аттракторов. Показано, что системе присущи многие из встреча-

ющихся в нелинейной динамике сценариев перехода от регулярных движений

к хаотическим. Обнаружены переходы "порядок–хаос" по сценарию Фейген-

баума, через перемежаемость первого типа по Помо–Манневиллю, жесткие

переходы к хаосу.

Для изучения влияния различных факторов запаздывания построена ма-

тематическая модель системы в виде системы дифференциальных уравнений

с отклонением аргумента. Показано, что факторы запаздывания существен-

но влияют на динамику системы. При изменениях значений запаздывания в

системе наблюдается большое разнообразие изменений типа установившихся

режимов вида "хаос–порядок"или "порядок–хаос–порядок–хаос".

Установлено, что существование детерминированного хаоса в системе

объясняется, главным образом, взаимодействием между подсистемами (гене-

ратором и излучателем), а не автономными свойствами каждой из подсистем

в отдельности.
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Для систем "бак с жидкостью–электродвигатель". Применение

энергетически корректных принципов математического моделирования нели-

нейных процессов взаимодействия между баком, заполненным жидкостью, и

электродвигателем ограниченной мощности позволило:

1. Изучить влияние изменения параметров бака, жидкости и источни-

ка возбуждения колебаний (электродвигателя) на возникновение, развитие и

исчезновение детерминированного хаоса в системе

2. Установить существование нескольких типов хаотических аттрак-

торов исследуемых детерминированных динамических систем типа "бак с

жидкостью–электродвигатель", в том числе так называемых одномодовых и

двумодовых аттракторов.

3. Обнаружить и описать новый сценарий перехода к хаосу, который

обобщает классический сценарий Помо–Манневилля.

4. Построить и тщательно проанализировать основные характеристики,

а именно, ляпуновские характеристические показатели, фазовые портреты,

сечения и отображения Пуанкаре, распределения естественной инвариантной

меры, распределения спектральной плотности хаотических аттракторов си-

стемы.

5. Обнаружить существование хаотических аттракторов в случае пара-

метрического резонанса в системе, что ранее считалось невозможным.

6. Показать, что переход к хаосу может происходить по различным сце-

нариям, таким как: каскад бифуркаций удвоения периода (сценарий Фейген-

баума), перемежаемость (классическая и обобщенная), жесткий переход.

7. Выделить случаи, в которых хаотическая динамика полученной систе-

мы дифференциальных уравнений пятого порядка может быть аппроксими-

рована при помощи одномерного дискретного отображения.

8. Локализовать области в фазовом пространстве, в которых хаотиче-

ский аттрактор является единственным аттрактором соответствующей си-

стемы дифференциальных уравнений.

Практическое значение полученных результатов. Диссертация
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имеет теоретический характер. Существенная часть результатов диссерта-

ции используется при чтении спецкурсов "Теория динамических систем"

и "Хаос в динамических системах" , которые преподаются на физико–

математическом факультете НТУУ "Киевский политехнический институт" ,

а также при выполнении студентами дипломных работ образовательно–

квалификационных уровней "магистр" и "специалист". Эти результаты мо-

гут быть использованы и при чтении спецкурсов по детерминированному хао-

су на механико–математических, физических, радиофизических факультетах

других университетов.

Результаты диссертации могут найти применение в рамках исследований

по хаотической динамике, проводящихся в математике, механике, гидро– и

электродинамике, физике, экономике, биологии и т.д.

Личный вклад соискателя. Из опубликованных по теме диссер-

тации, в специальных научных изданиях, 28 работ 18 работ написаны в

соавторстве с Т.С.Краснопольской. В монографии [60] автором, вместе с

Т.С.Краснопольською, написан раздел 5. В этом разделе автору принадле-

жит разработка методики и программ проведения компьютерных вычисле-

ний, нахождение областей хаотической динамики, рассмотренных динамиче-

ских систем, а также классификация типов хаотических и регулярных ат-

тракторов. Т.С.Краснопольськой принадлежит построение математических

моделей и исследование солитонов. В роботах [44]–[47] автору принадлежит

главная идея исследования влияния разных факторов запаздывания на ди-

намику маятниковых систем. Также ему принадлежит построение всех ма-

тематических моделей, обоснование примененных методов исследования и

получение условий асимптотической устойчивости стационарных режимов.

Им проведен тщательный анализ влияния разнообразных факторов запаз-

дывания на существование и устойчивость полученных стационарных режи-

мов колебаний. Т.С.Краснопольськая принимала участие в выводе некоторых

уравнений движения и в общем обсуждении результатов.

В роботах [49], [54], [179] автору принадлежит построение матема-
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тических моделей, разработка методики и компьютерных программ ис-

следования хаоса, локализация в пространстве параметров областей хао-

тизации и классификация типов регулярных и хаотических аттракторов.

Т.С.Краснопольськая принимала участие в построении некоторых уравнений

движения и общем обсуждении результатов.

В роботах [51], [53], [55]–[57], [118], [119], [181], [182], [185] автору при-

надлежит разработка методики исследований по регулярной и хаотической

динамике, создание оригинального пакета программ для проведения ком-

пьютерных экспериментов, получение условий асимптотической устойчиво-

сти положений равновесия, нахождение областей существования детермини-

рованного хаоса, классификация типов аттракторов, исследование сечений

и отображений Пуанкаре, распределений инвариантной меры и спектраль-

ной плотности. Т.С.Краснопольськой принадлежит построение большинства

математических моделей в упомянутых, в этом абзаце, роботах.

Из опубликованных работ, написанных в соавторстве, на защиту выно-

сятся только результаты полученные автором самостоятельно.

Апробация результатов диссертации Основные результаты диссер-

тации докладывались на многих представительных международных научных

форумах, в частности:

– на международных съездах: 8–th World Congress on the Theory Machines

and Mechanisms (Prague, 1991); Українському математичному конгресi (Київ,

2001); IX Всероссийском съезде по теоретической и прикладной механике

(Нижний Новгород, 2006);

– на международных (всесоюзных) конференциях: International

Conference of Nonlinear Oscillations "ICNO-XI" (Budapest, 1987); Нелинейные

проблемы дифференциальных уравнений и математической физики (Терно-

поль, 1989); Нелинейные колебания механических систем (Горький, 1990);

1-st European Fluid Mechanics Conference (Cambridge, 1991);"CHAOS–IV"

American–Russian–Ukrainian Conference on Chaos (Kiev, 1992); Нелинейные

проблемы дифференциальных уравнений и математической физики – Вто-
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рые боголюбовские чтения (Киев, 1992); Sixth International Conference on

Flow–Induced Vibration (London, 1995); International Conference Nonlinear

Differential Equations (Kiev, 1995); Dynamical Systems Modelling And Stability

Investigation (Kiev, 1999, 2003, 2005, 2007); VII Международная конференция

"Устойчивость, управление и динамика твердого тела" (Донецк, 1999);

Симпозiум "Консонанс–2005" (Київ, 2005); XI Мiжнародна наукова кон-

ференцiя iменi академiка М. Кравчука (Київ, 2006); IUTAM Symposium on

Hamilton Dynamics, Vortex Structures, Turbulence (Moscow, 2006); Lyapunov

Memorial Conference (Kharkiv, 2007); Международная конференция "Анализ

и особенности", посвященная 70-летию В.И.Арнольда (Москва, 2007);

– на международных семинарах, школах: International Colloquium

Euromech (Lisboa, 1991); Крымская Международная школа "Метод функций

Ляпунова и его приложения" (Симферополь, 2002, 2004 и 2006).

– на украинских семинарах: неоднократно на семинаре кафедры ма-

тематической физики физико-математического факультета Национального

технического университета Украины "Киевский политехнический институт"

(руководитель – профессор С.Д.Ивасишен), семинаре кафедры дифферен-

циальных и интегральных уравнений механико-математического факульте-

та Национального университета им. Т.Г. Шевченко (руководитель – член-

корреспондент НАН Украины Н.А.Перестюк), семинаре "Математические

проблемы механики и вычислительная математика" Института математи-

ки НАН Украины (руководители – академик НАН Украины И.А.Луковский

и член-корреспондент НАН Украины В.Л.Макаров), семинаре отделов тео-

рии динамических систем и топологии Института математики НАН Укра-

ины (руководители – академик НАН Украины А.Н.Шарковский и член-

корреспондент НАН Украины В.В.Шарко).

Публикации. Результаты диссертационной работы опубликованы в 1

монографии [60] и 27 статьях [44]–[47], [49], [51], [53]–[57], [107]–[110], [112],

[114], [118]–[123], [179], [181], [182], [185] в украинских и зарубежных научных

специальных изданиях, а также в 25 тезисах и трудах международных науч-
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ных конференций и съездов [48], [50], [52], [58], [111], [113], [115]–[117], [124],

[176]–[178], [180], [183], [184], [222]–[230].

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит

из введения, шести глав, выводов и библиографии, которая включает 241

наименование. Полный объем работы составляет 334 страницы.



Глава 1

Обзор литературы

1.1 Детерминированный хаос.

В начале 60–х годов XX столетия американский исследователь Э.Н.Лоренц

проводил интенсивные численные эксперименты по предсказанию погоды,

основанные на сравнительно простой модели системы семи обыкновенных

дифференциальных уравнений. Опубликованная в 1963 году пионерская ра-

бота [189] содержала то, что позднее получило название "детерминирован-

ного хаоса" – кажущееся случайным и непредсказуемым поведение системы

во времени, которое тем не менее подчиняется точным и четко выраженным

правилам. Однако примеры очень сложной динамики детерминированных

динамических систем часто встречались задолго до Э.Н.Лоренца.

В радиофизике со сложной динамикой впервые столкнулся в 1927 году

голландский физик Б.ван дер Поль при изучении периодических колебаний

электроламповых генераторов. В период с 1922 по 1949 год он был дирек-

тором физической лаборатории (NatLab) фирмы Philips в Эйндховене. При

проведении экспериментальных исследований таких генераторов он, вместе

со своим коллегой ван дер Марком, контролировал работу устройства по зву-

ку в наушниках. Были отмечены шумоподобные колебания при переходах

между областями периодических автоколебаний. По всей видимости, это бы-

ло первое экспериментальное наблюдение детерминированного хаоса [17, 239].

Исследования Б.ван дер Поля показали недостаточность примене-

17
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ния линейных моделей в радиотехнике и послужили отправной точкой

к созданию нового междисциплинарного научного направления – тео-

рии нелинейных колебаний. Здесь особо следует отметить заслуги рус-

ских ученых Л.И.Мандельштама, Н.Д.Папалекси и А.А.Андронова. В 1937

году А.А.Андронов, А.А.Витт и С.Э.Хайкин опубликовали монографию

"Теория колебаний"[2], замечательное предисловие к которой написал

Л.И.Мандельштам, так сказать "манифест нелинейной теории колебаний".

В этой классической монографии авторы применили и развили методы

А.Пуанкаре и А.М.Ляпунова для исследования сложных колебаний многих

прикладных динамических систем. Огромная заслуга А.А.Андронова состоит

в том, что он практически первым показал применимость абстрактного ма-

тематического аппарата качественной теории дифференциальных уравнений

и теории устойчивости для решения конкретных инженерных задач.

Статья [239] повлияла и на исследования М.Картрайта и Д.Литтлвуда

[142], которыми в 1945 году при исследовании автогенератора при внешнем

периодическом воздействии была обнаружена исключительная сложность ди-

намики. В фазовом пространстве исследуемой системы авторами было обна-

ружено бесконечное число неустойчивых периодических траекторий.

Сложная динамика систем задолго до появления понятия "детерминиро-

ванный хаос" наблюдалась в гидродинамике при исследованиях проблем тур-

булентности. Первой работой в этом направлении была экспериментальная

работа О.Рейнольдса, которую он опубликовал 1883 году в виде обширного

мемуара [215]. В этом мемуаре, на основе огромного числа экспериментов по

исследованию течения жидкости в круглой трубке, установлено, что в зави-

симости от значения некоторого безразмерного параметра, ныне называемого

числом Рейнольдса, движение жидкости в трубке может быть как ламинар-

ным, так и турбулентным. Однако причина возникновения турбулентности

оставалась невыясненной. С тех пор предпринимались и предпринимаются,

многочисленные попытки объяснить природу турбулентности.

Одна из таких попыток связана с именем Л.Д.Ландау. В 1944 году была
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опубликована его работа [63]. В этой работе Л.Д.Ландау выдвинул гипотезу,

что причиной возникновения турбулентности является каскад большого чис-

ла бифуркаций, каждая из которых состоит в появлении колебаний с новой

частотой. Схожие представления о природе турбулентности развивал позже

Э.Хопф [169]. Поэтому данная гипотеза получила название сценария Ландау–

Хопфа. Необходимо подчеркнуть, что работы Л.Д.Ландау и Э.Хопфа бази-

ровались на понятийном и методологическом аппарате, сформированном к

тому времени в теории колебаний. В частности, появлению работы Э.Хопфа

способствовало его тесное сотрудничество с А.А.Андроновым.

В механике первой задачей, в которой возможна сложная динамика и

хаос, является знаменитая задача трех тел небесной механики. Мы уже го-

ворили об исследованиях этой задачи А.Пуанкаре во Введении. Упомянем

еще работу 1964 года [166], в которой рассмотрена модель движения звезды

через галактический диск. Эта работа является одним из первых примеров

исследования сложной динамики при помощи компьютеров.

В 50–60-х годах прошлого века была создана так называемая теория

КАМ, получившая свое наименование от первых литер фамилий русских ма-

тематиков А.М.Колмогорова и В.И.Арнольда, а также американского мате-

матика Ю.Мозера. Эта теория внесла значительный вклад в понимание вза-

имосвязи между квазипериодической динамикой и хаосом. Основная теорема

теории КАМ утверждает, что при включении достаточно слабого взаимодей-

ствия между движениями нелинейных систем с иррациональным соотноше-

нием частот квазипериодический характер динамики сохраняется в большин-

стве случаев.

Существенное значение в понимание сложной динамики поведения ди-

намических систем на тороидальных многообразиях и, в частности, струк-

туры траекторий на этих многообразиях внесли работы украинского мате-

матика А.М.Самойленко и [85], [88]–[92] и его научной школы, в частности,

Ю.В.Теплинского [93], [94], [220].

В теории дискретных отображений вплотную к пониманию детермини-
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рованного хаоса подошли американские математики С.Улам и Дж. фон Ней-

ман в своей работе 1947 года [237]. В этой работе, посвященной исследованию

логистического отображения, исследователи установили, что при некотором

значении параметра отображения оно, с помощью замены переменных, сво-

дится к отображению типа "зуб пилы" , которое допускает тривиальный ана-

лиз. Было установлено, что выбором начальной точки x можно реализовать

любую наперед заданную последовательность знаков величины x − xmax.

Очень важное значение в теории дискретных динамических систем, а

впоследствии в хаотической динамике сыграла работа 1964 года украинского

математика А.Н.Шарковского [104]. Основной результат этой работы состо-

ит в том, что если непрерывное отображение одномерного интервала в себя

имеет цикл периода m, то оно имеет также и циклы со всевозможными перио-

дами m′, предшествующим числу m в перечне всех целых чисел, выписанных

в определенном порядке, который сейчас называется порядком Шарковского.

Доказанная в работе [104] теорема послужила отправной точкой для иссле-

дований десятков авторов [221]. Такие исследования по сей день остаются

актуальными.

Несмотря на все успехи исследователей предшествующих лет, все же точ-

кой отсчета "хаотической эры" в нелинейной динамике следует считать 1963

год, год опубликования знаменитой работы Э.Н.Лоренца [189]. В этой работе

приводились и обсуждались результаты компьютерного численного интегри-

рования системы трех обыкновенных дифференциальных уравнений, моде-

лирующей динамику жидкости при конвекции в подогреваемом снизу слое.

Э.Н.Лоренцем было построено сложное непериодическое притягивающее пре-

дельное множество, которое существовало у сравнительно простой трехмер-

ной динамической системы. Причем это множество состояло из неустойчивых

по Ляпунову траекторий и не принадлежало ни к одному из ранее классифи-

цируемых типов аттракторов. Обнаруженные им необычные свойства Лоренц

пропагандировал в дальнейшем как "эффект бабочки" , что в применении к

метеорологии означало, что небольшой взмах крыльев бабочки в Бразилии
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может повлечь возникновение торнадо в Техасе. Построенное Лоренцем новое

необычное предельное множество сейчас называется аттрактором Лоренца.

Справедливости ради следует отметить, что эта работа, опубликованная в

метеорологическом журнале практически не была замечена математическим

сообществом. Метеорологи, практически, ничего не поняли в ней, а матема-

тики и физики просто не знали о ее существовании.

Ситуация резко изменилась с началом 70-х годов прошлого века, когда

число публикаций по детерминированному хаосу стало лавинообразно нарас-

тать, а сама хаотическая динамика, ввиду своей универсальной междисци-

плинарности, стала одним из магистральных путей современной науки. Вви-

ду органиченности места отметим только наиболее важные публикации при-

мыкающие к исследованиям, проводимым в диссертационной работе. Прежде

всего отметим работу 1971 года Д.Рюэля и Ф.Такенса [219], посвященную ис-

следованиям природы турбулентности. Именно в этой работе впервые был

введен термин "странный аттрактор" сразу подхваченный всеми остальны-

ми исследователями.

Странные аттракторы существуют только в нелинейных математических

моделях, которые, в подавляющем большинстве случаев, не допускают точ-

ных аналитических решений. Поэтому сразу же приобрела огромное значение

разработка численных методов и методик исследования детерминированного

хаоса, в том числе расчет различных количественных характеристик хао-

са. Одной из первых количественных мер хаоса стали спектры ляпуновских

характеристических показателей (ЛХП) аттрактора. Напомним, что поня-

тие характеристического показателя было введено еще А.Ляпуновым [30].

Однако только после знаменитой мультипликативной эргодической теоремы

В.И.Оселедца [76], стало возможным приписывать спектр ЛХП наугад взя-

той траектории аттрактора всему аттрактору в целом. Чрезвычайно удобный

алгоритм подсчета спектра ЛХП был предложен Д.Бенеттином, Л.Гальяни и

др. в работах [137, 138, 139]. Сравнительная простота и удобство в компьютер-

ной реализации этого алгоритма привели к тому, что в прикладных задачах
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детерминированного хаоса спектры ЛХП стали использоваться в качестве ос-

новного критерия хаотичности, а также послужили основой для определения

ряда других количественных характеристик хаоса, о которых более подробно

мы будем говорить в следующей главе.

Очень важной качественной и количественной характеристикой стран-

ного аттрактора являются сечения и отображения Пуанкаре, позволяю-

щие идентифицировать исследуемый аттрактор как странный (хаотический).

Удобный численный метод для построения сечений и отображений Пуанка-

ре был предложен М.Эно в работе [167]. Более детально этот метод будет

обсуждаться в следующей главе.

Большое значение в теории детерминированного хаоса играют хаотиче-

ские аттракторы Ресслера, получившие свое название по фамилии немецкого

исследователя О.Ресслера, впервые построившего их в работах [217, 218]. Ос-

новной целью О.Ресслера было искусственное конструирование как можно

более простой детерминированной системы дифференциальных уравнений,

демонстрирующей хаотическое поведение. Хотя системы уравнений и были

сконструированы Ресслером искусственно, существующие у этих уравнений

аттракторы с характерной ленточной структурой ныне обнаружены в десят-

ках прикладных задач хаотической динамики.

Теперь остановимся на важном вопросе перехода от регулярных движе-

ний к хаотическим. Этот переход представляет собой некоторую последова-

тельность бифуркаций, которая может быть как конечной, так и бесконечной.

Об этой последовательности принято говорить как о сценарии перехода к ха-

осу. Отметим несколько важнейших сценариев перехода к хаосу.

В первую очередь отметим сценарий перехода к хаосу через каскад (бес-

конечную последовательность) бифуркаций удвоения периодов предельных

циклов. Такие бифуркации циклов изучались многими исследователями ди-

намических систем в "дохаотическую" эру, однако только благодаря работам

американского физика М.Фейгенбаума пришло осознание того факта, что это

один из основных путей возникновения хаоса. Теперь этот сценарий спра-
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ведливо называется сценарием Фейгенбаума. Он описан М.Фейгенбаумом в

серии работ 1976–1979 гг. [97], [151]– [153]. В этих работах Фейгенбаум не

только описал сценарий перехода к хаосу, но и выявил присущие такому сце-

нарию удивительные свойства универсальности и скейлинга (масштабного

подобия). Как оказалось, существует большое множество диссипативных ди-

намических систем самой разнообразной природы, которые не только демон-

стрируют переход к хаосу через бесконечный каскад бифуркаций удвоения,

но и выявляют у порога хаоса одни и те же количественные закономерно-

сти масштабного подобия такого перехода. Фейгенбаумом был подсчитан ряд

таких констант, которые ныне носят его имя. Сейчас установлены такие кон-

станты для нескольких классов универсальности. Здесь необходимо отметить

работы А.П.Кузнецова, С.П.Кузнецова и др. [187, 188].

Вторым основным сценарием перехода к хаосу в динамических систе-

мах является перемежаемость. Такое название вошло в обиход в 80–х годах

прошлого века, после публикации серии работ французских исследователей

И.Помо и П.Манневилля [140, 190, 191, 211]. И.Помо и П.Манневилль описали

несколько возможных типов таких переходов к хаосу. Отличительной особен-

ностью этих сценариев является переход к хаосу в результате только одной

бифуркации. В структуре возникающего хаотического аттрактора четко вы-

деляются две фазы — сравнительно длительные ламинарные фазы, которые

"перемежаются" короткими непредсказуемыми турбулентными всплесками.

Для некоторых типов перемежаемости удается развить анализ, аналогичный

проведенному Фейгенбаумом для каскада бифуркаций удвоения.

К настоящему времени установлен еще ряд сценариев перехода к хаосу в

динамических системах – это сценарий Айфрамовича–Шильникова, бифур-

кация Неймарка, жесткие переходы типа "хаос—хаос" . Однако первые два

сценария (сценарий Фейгенбаума и перемежаемость) наиболее часто встре-

чаются в практических прикладных задачах хаотической динамики. Следует

отметить, что картина возможных переходов от регулярного аттрактора к ха-

отическому еще очень далека от своего завершения.
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Вкратце остановимся на некоторых странных аттракторах построен-

ных для динамических систем, которые являются математическими моде-

лями реальных физических устройств, в первую очередь различных элек-

тронных генераторов. Здесь следует упомянуть работы А.С.Пиковского и

М.И.Рабиновича [78], С.В.Кияшко и др. [33], В.С.Анищенко и др. [3, 4],

А.С.Дмитриева и В.Я.Кислова [27], Л.Чуа [143]. В этих работах предложе-

ны разные типы генераторов, в которых наблюдается хаотическая динамика,

в частности, реализуются аттракторы Ресслера и Лоренца. Все генераторы

достаточно просты конструктивно и позволяют наблюдать хаотические эф-

фекты прямо на экране осциллографа. Более того, простым поворотом ручек

настройки можно детально наблюдать на осциллографе сценарии перехода от

регулярных колебаний к хаотическим.

Хаос в гидроупругих системах впервые был исследован в работах

[144, 145, 158, 159, 170, 192, 202, 206, 238]. При этом были использованы ма-

ломерные модели распределенных систем – континуума жидкости на основе

метода Бубнова-Галеркина. Без использования такого подхода, однако исхо-

дя из лагранжевого подхода описания динамики в известном континуальном

эйлеровом течении, переворот в гидромеханике произвели работы американ-

ского ученого Х. Арефа [128, 129, 130], который в 1982 году ввел термин и

описал парадигму хаотической адвекции. Суть его открытия заключается в

том, что в известном двумерном эйлеровом поле течения, которое описыва-

ется гладкой непрерывной функцией тока Ψ(x, y, t), траектории отдельных

безинерционных (пассивных) лагранжевых частиц могут иметь столь слож-

ный и запутанный вид, что их (зная "простое" эйлерово поле течения) за-

ранее описать и предсказать принципиально невозможно, другими словами,

они являются хаотическими.

Парадигма хаотической адвекции является сегодня одним из самых пер-

спективных и успешных подходов при изучении и объяснении ряда проблем

в задачах перемешивания жидкостей, переноса в геофизических течениях,

движения объемов лавы в мантии Земли, сложной циркуляции загрязнений



25

в атмосфере и т. д. [131]. Первые работы по теории хаотической адвекции

в Украине появились, начиная с 90-х годов прошлого столетия, в работах

В.Мелешко и его учеников [24, 193, 194, 195]. Подробно хаос в динамике вих-

ревых структур был описан в монографии [69].

В теоретической механике хаотическая динамика систем с несколькими

положениями равновесия исследовалась в работах Ю.В.Михлина и его уче-

ников [66], [196]– [198].

Хаотическое поведение при вращениях твердого тела исследовалось

А.Борисовым и его учениками [14]. Этими же авторами изучалась хаоти-

ческая динамика точечных вихрей [15].

В заключение данного параграфа отметим, что теория детерминирован-

ного хаоса, несмотря на большое число полученных фундаментальных ре-

зультатов, все еще находится на начальном этапе своего развития. Многие

вопросы остаются невыясненными и требуют дальнейших интенсивных ис-

следований.

1.2 Теория систем с ограниченным возбуждением.

Теория колебательных систем с ограниченным возбуждением сформирова-

лась как самостоятельное научное направление с определенной аксиоматикой

после выхода в 1964 году книги украинского ученого Виктора Олимпановича

Кононенко [37]. В этой книге было введено понятие колебательной системы

с ограниченным возбуждением, даны основные определения взаимодействий

с источниками возбуждения, сформулирована методология решения задач

взаимодействия, а также решен целый ряд прикладных задач.

Однако первые работы, заложившие основы нового научного направле-

ния, были опубликованы в самом начале прошлого века известным немецким

физиком Арнольдом Зоммерфельдом [231, 232]. В экспериментальных рабо-

тах [231, 232] исследовано влияние фундаментов на управляемость работы

электродвигателей установленных на этих фундаментах. Цель экспериментов
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состояла в определении условий прохождения маломощными электродвига-

телями резонансных зон колебаний фундаментов.

Наиболее простым в лабораторной реализации фундаментом являлся

обычный сосновый стол на четырех ножках, которые крепились плотно к

полу. Теоретически функционирование электродвигателя должно было быть

простым в использовании: при увеличении величины тока в цепи двигателя,

увеличивается напряжение и мощность, и, как результат, должна увеличи-

ваться скорость вращения вала двигателя. На многих скоростных интервалах

так все и обстояло, кроме тех некоторых интервалов значений, при которых

наблюдался необычный эффект. В этих интервалах скорость вращения вала

двигателя как бы замирала, оставаясь постоянной, несмотря на медленное

увеличение как тока, так и напряжения. Затем, когда напряжение достига-

ло значения, гипотетически соответствовавшего бы скорости вращения на

несколько сотен оборотов в минуту больше, скорость скачком увеличивалась

до необходимого значения. Таким образом, на некоторых интервалах изме-

нения скорости электродвигателя его мощность падала почти в три раза по

сравнению с теоретически ожидаемой. В своих статьях А. Зоммерфельд уста-

новил причину столь необычного поведения электродвигателя. Он правильно

сделал вывод, что двигатель потерял 2/3 своей мощности на поддержании ре-

зонансных колебаний ножек стола. Зоммерфельд описал также возможность

резкого увеличения угловой скорости двигателя путем принудительного пре-

кращения резонансных колебаний.

Выдающийся украинский механик Степан Прокофьевич Тимошенко по-

вторил опыт А. Зоммерфельда, использовав маленький электромотор, укреп-

ленный на гибкой стальной балке на двух опорах. Он же (1928 г.) впервые

назвал неожиданные явления взаимодействия функционирования двигателя

и колебательной системы фундамента эффектом Зоммерфельда [235].

Среди дальнейших публикаций по объяснению эффекта Зоммерфель-

да необходимо отметить экспериментальные работы А. К. Калищука [29],

В. С. Мартышкина [67] и, в особенности, книгу И. Рокара [216], который пер-
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вым аналитически рассмотрел совместную систему: линейную колебатель-

ную систему с источником возбуждения – электродвигателем. В этой работе

впервые было установлено существование областей неустойчивости устано-

вившихся режимов взаимодействия. И хотя аналитические выкладки имели

погрешность из-за неправильного знака в одном из уравнений (см. [77]), ра-

бота И. Рокара, безусловно, внесла положительный вклад в объяснение эф-

фекта Зоммерфельда.

Правильные уравнения впервые были получены И.И. Блехманом, ко-

торый в 1953 году опубликовал работу [11], посвященную самосинхрониза-

ции вибраторов. В этой довольно большой работе рассмотрен целый ряд за-

дач синхронизации вибромашин, идеализировано представленных электро-

моторами с неуравновешенными вращающимися массами. По сути задача

синхронизации вибромашин является задачей взаимодействия вибромашин и

колебаний фундамента. А значит, в случае рассмотрения одного электромо-

тора она может служить аналогом задачи, поставленной А. Зоммерфельдом.

И. И. Блехман не только правильно вывел определяющие уравнения процесса

взаимодействия вращения валов электродвигателей (с эксцентрично укреп-

ленными массами) и колебаний фундамента, но также нашел решение для

случаев резонансного и нерезонансного взаимодействия и, что очень важно,

получил условия их устойчивости. В работе [11] впервые получено правиль-

ное аналитическое соотношение мощностей, позволяющее объяснить эффект

Зоммерфельда.

Дальнейшее развитие теории систем с ограниченным возбуждением

неразрывно связано с именем В.О. Кононенко, который взглянул на эффект

Зоммерфельда несколько с иной стороны, с точки зрения неустойчивости

и нереализуемости колебаний различных механических систем в некоторых

частотных диапазонах. В. О. Кононенко поставил своей целью исследова-

ние свойств колебательных систем, когда они находятся под возбуждением

устройств, имеющих сравнительно малую мощность. Он назвал такие коле-

бательные системы системами с ограниченным возбуждением, а сам меха-
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низм возбуждения (электродвигатель) – неидеальным источником энергии.

В серии работ В. О. Кононенко [35, 37, 36] была построена последовательная

теория взаимодействия колебательных систем различного рода (линейных,

нелинейных, параметрических, автоколебательных) с источниками энергии.

В этой теории задача о взаимодействии источника возбуждения с механи-

ческой колебательной системой состоит в определении координат, описыва-

ющих функционирование устройства (источника возбуждения), создающего

переменные во времени механические силы, в определении этих сил и описа-

нии вызываемых ими колебаний механической системы.

В настоящее время под эффектом Зоммерфельда-Кононенко понимается

не только совокупность динамических эффектов при взаимодействии элек-

тродвигателей и колебательной системы, а более общие явления при взаимо-

действии любого вида возбудителя колебаний и разной природы колебатель-

ных систем, когда выходная мощность возбудителя является величиной, срав-

нимой с мощностью, потребляемой колебательными системами при резонанс-

ных колебаниях. В. О. Кононенко ввел удобную терминологию: идеальным

источником энергии называется такой возбудитель, который функционирует

независимо, то есть не испытывая обратного воздействия со стороны коле-

бательной системы (на самом деле это воздействие пренебрежимо мало, или

существуют дополнительные корректирующие устройства, компенсирующие

это воздействие). Идеальный источник воздействует на систему по заранее

известному закону, скажем, гармоническому с заранее заданной амплитудой

и частотой. Неидеальным источником называется такой, который функцио-

нирует, завися от обратного воздействия со стороны колебательной нагруз-

ки, когда его мощность сравнима с мощностью, потребляемой нагрузкой. В

этом случае источник, или возбудитель, считается ограниченной мощности, а

колебательная система – под ограниченным возбуждением. Поскольку функ-

ционирование неидеального источника энергии зависит от режима колебаний

нагрузки (резонансный или нерезонансный), то его воздействие нельзя выра-

зить в виде явной функции времени заранее заданного вида.
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За время, истекшие после опубликования основополагающей книги

В. О. Кононенко [37] и первой аналитически-корректной работы И. И. Блех-

мана [11] научное направление колебательные системы с ограниченным воз-

буждением получило широкое развитие. Отметим наиболее существенные

публикации в этом направлении. Так среди работ, в которых изучалось взаи-

модействие колебательных систем с неидеальными источниками энергии раз-

личной физической природы, можно выделить работы Л. Пуста [81, 23], в

которых механизмом возбуждения ограниченной мощности является элек-

тромеханический возбудитель, то есть неуравновешенный ротор или криво-

шипный механизм с пружиной, приводимые в движение электродвигателем.

Гидравлический механизм или гидровозбудитель, в котором силы создаются

переменным давлением в гидросреде, которое движет поршнем, рассмотре-

ны в работах [21, 1]. Двигатели внутреннего сгорания, широко используемые

в технике как механизмы ограниченной мощности, изучены достаточно по-

дробно и хорошо в серии работ В. Л. Вейца и А. Е. Кочуры [18].

Большое количество работ опубликовано по исследованию различных

типов колебаний при ограниченном возбуждении: вынужденных, параметри-

ческих, автоколебаний, виброударных, со случайно изменяющейся частотой,

с учетом запаздывания импульса воздействия от неидеальных источников

энергии. Прежде всего, это работы учеников и коллег В. О. Кононенко, а

именно работы К. В. Фролова [99], С. С. Кораблева [36], Р. Ф. Ганиева [20],

М. Ф. Диментберга [26], К. В. Фролова и А. А. Алифова [1], М. А. Павловско-

го [39], Н. П. Плахтиенко [79], Т. С. Краснопольской [38], а также – работы

ряда бразильских и американских исследователей [133, 134, 146, 154, 155].

Книга А. А. Алифова и К. В. Фролова "Взаимодействие нелинейных ко-

лебательных систем с источниками энергии" [1] дает подробный анализ ди-

намики автоколебательных систем, взаимодействующих с источниками энер-

гии, при наличии нелинейных упругих связей, периодических, параметри-

ческих взаимодействий и запаздывания. Результаты, полученные авторами,

показывают, насколько важны выбор адекватной математической модели ре-
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ального физического объекта, установление внутренней связи между его от-

дельными элементами, глубокое и всестороннее исследование особенностей

объекта в зависимости от его параметров. Важность выбора объясняется тем

фактом, что одна и та же система может проявлять в зависимости от значе-

ний параметров и окружающих ее условий различные свойства.

Интересные результаты были получены М. Ф. Диментбергом и

К. В. Фроловым [26] , М. Ф. Диментбергом и др. [147] при исследовании эф-

фекта Зоммерфельда-Кононенко в системе со случайно изменяющимися па-

раметрами. Было показано, что при случайном изменении собственной часто-

ты возможен переход через резонанс без эффекта Зоммерфельда-Кононенко,

при этом амплитуды колебаний, а значит и потребление энергии – значитель-

ные по величине. Эффект Зоммерфельда-Кононенко при учете свойств запаз-

дывания различного рода исследовался также в работах [44, 46, 45, 47, 109].

Принципиально новый класс установившихся режимов взаимодействия

представляют хаотические режимы, которые в задачах теории колебатель-

ных систем с ограниченным возбуждением впервые были обнаружены в 1989

году и опубликованы в работах [48, 49, 51, 176]. В последнее время опубли-

ковано большое число научных работ по специфике хаотических режимов в

системах с неидеальным возбуждением [147, 233, 133, 134, 136, 155, 234, 146,

154, 240, 236, 156], что свидетельствует об актуальности и интересе к задачам

теории колебательных систем с ограниченным возбуждением.

В заключение хотелось бы указать на одно важное применение задач тео-

рии колебательных систем с ограниченным возбуждением. К ним приводят

задачи о движении ракет с малой асимметрией свойств [210, 135, 212, 209]

при движении их через слои атмосферы. При рассмотрении задачи о дви-

жении тел, опускающихся на Землю [209], Найфэ и Сэрик моделировали их

колебания уравнениями с медленно изменяющимися параметрами. В этом

случае периодическое возбуждение колебаний также имеет частоту, которая

не является заранее заданной величиной, а меняется во времени, причем ее

величина зависит от колебаний объекта [207, 208]. Таким образом получаем
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задачу типичную для теории колебательных систем с ограниченным возбуж-

дением, поскольку возбуждение зависит от колебаний и наоборот.



Глава 2

Описание основных методов

исследования

2.1 Основные понятия и определения

2.1.1 Понятие про динамическую систему

Под динамической системой понимают любой объект или процесс, для кото-

рого однозначно определено понятие состояния как совокупности некоторых

величин в данный момент времени и задан оператор, который описывает

эволюцию начального состояния во времени. Исторически понятие динами-

ческой системы возникло как обобщение системы механической природы, од-

нако при вышеприведенном определении большинство систем материально-

го и не только материального мира подпадает под понятие "динамическая

система". Динамические системы могут иметь механическую, физическую,

химическую, биологическую, финансовую и социальную природу. Они суще-

ствуют в вычислительных процессах и процессах обработки и преобразова-

ния информации, которые осуществляются в соответствии с конкретными

алгоритмами. Наконец, динамической системой является процесс развития

человеческого общества в целом.

Описание динамических систем, в смысле задания оператора эволюции,

также допускает чрезвычайно большое разнообразие. Такое описание мо-

жет быть проведено при помощи дифференциальных уравнений, дискрет-

32
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ных отображений, интегральных и интегро–дифференциальных уравнений,

теории графов, теории марковских цепей и.т.д.

Математическая модель динамической системы считается заданной, если

введены координаты системы, которые позволяют определить ее состояние,

и указан эволюционный оператор, который позволяет решать задачу измене-

ния состояния системы во времени. Заметим, что одной и той же динамиче-

ской системе, в зависимости от степени приближения, могут быть поставле-

ны в соответствие разные математические модели. Например, при изучении

колебаний маятника, в зависимости от степени учета различных факторов,

мы получим разные математические модели, которые описывают качествен-

но отличные динамические процессы (колебания маятника с учетом и без

учета трения). Еще одним ярким примером существования разных моделей

является математическое моделирование одной и той же произвольной коле-

бательной системы с учетом и без учета неидеальности возбуждения.

Очень часто возникают случаи, когда при исследовании реальной си-

стемы в рамках определенных предположений создается ее приближенная

математическая модель, которая в дальнейшем используется для описания

динамической системы совершенно иной природы. Так различные матема-

тические модели, полученные при описании маятниковых систем, успешно

применяются для исследования оболочек, пластин, колец, для описания ко-

лебаний свободной поверхности жидкости в баках, для моделирования рабо-

ты сердечной мышцы, для описания изменения численности биологических

популяций и.т.д. В этом проявляется глубокая общность динамических явле-

ний в материальном мире, которая отображается единством математических

закономерностей, описывающих эту общность.

2.1.2 Кинематическая интерпретация и краткая классификация

Рассмотрим динамические системы, которые моделируются конечным чис-

лом обыкновенных дифференциальных уравнений. Заметим, что для таких
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систем в наибольшей степени сохранились представления и терминология,

которые первоначально возникли в механике. Предположим, что состояние

динамической системы задается величинами x1, x2, ..., xn в некоторый момент

времени t = t0. Величины xi могут принимать произвольные значение, одна-

ко двум разным наборам величин xi и x′
i соответствуют два строго различных

состояния динамической системы. Далее предположим, что математической

моделью этой динамической системы является система обыкновенных диф-

ференциальных уравнений:

ẋ1 = X1(x1, x2, ..., xn);

ẋ2 = X2(x1, x2, ..., xn);

................................

ẋn = Xn(x1, x2, ..., xn).

(2.1)

Если рассматривать величины x1, x2, ..., xn как координаты точки x в n–

мерном пространстве, то получается наглядное геометрическое представле-

ние состояния динамической системы в виде этой точки. Такую точку назы-

вают изображающей или фазовой точкой, а пространство состояний – фазо-

вым пространством динамической системы. Изменению состояния системы

во времени отвечает движение изображающей точки вдоль некоторой линии,

которая называется фазовой траекторией или просто траекторией. В фазо-

вом пространстве системы правыми частями уравнений (2.1) порождается

векторное поле скоростей, которое сопоставляет каждой точке x выходящий

из нее вектор

X(x) = {X1(x1, x2, ..., xn), X2(x2, x2, ..., xn), ..., Xn(x2, x2, ..., xn)}.

Модуль этого вектора численно равняется скорости движения изображающей

точки по траектории. Сам вектор в каждой точке x направлен по касательной

к фазовой траектории.

Таким образом, динамическая система (2.1) может быть записана в век-
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торной форме:

ẋ = X(x), (2.2)

где ẋ =
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– соответственно

векторы и вектор–функция размерности n.

Далее всегда будем предполагать, что правые части системы (2.1) явля-

ются аналитическими функциями. Тогда эта система удовлетворяет услови-

ям теоремы Коши–Пикара (существования и единственности решения задачи

Коши). Каждому решению системы (2.1) отвечает одна и только одна траек-

тория. Следовательно, через каждую точку фазового пространства проходит

только одна траектория.

Приравняем правые части системы (2.1) нулю, то есть рассмотрим ал-

гебраическую систему уравнений:

X1(x1, x2, ..., xn) = 0;

X2(x1, x2, ..., xn) = 0;

. . .

Xn(x1, x2, ..., xn) = 0.

(2.3)

Пусть, x1 = a1, x2 = a2, . . . , xn = an – некоторое решение системы (2.3).

Очевидно, что это решение также будет решением и системы дифференци-

альных уравнений (2.1). Такое решение будет постоянным при изменении

времени t. Ему соответствует фазовая траектория, которая состоит из одной

точки, причем эта точка неподвижна в фазовом пространстве. Такие точки

называются положениями или состояниями равновесия системы (2.1).

Пусть,

x1 = ϕ1(t), x2 = ϕ2(t), . . . , xn = ϕn(t) (2.4)
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– некоторое решение системы (2.1), причем существует такое положительное

число T , что для произвольного t имеют место равенства

ϕi(t + T ) = ϕi(t), i = 1, 2, ..., n,

однако при |τ1 − τ2| < T , хотя бы для одного i = 1, 2, ..., n имеет место нера-

венство ϕi(τ1) 6= ϕi(τ2). В этом случае траектория, которая отвечает решению

(2.4), будет замкнутой линией в фазовом пространстве. Такая траектория на-

зывается циклом. Само решение (2.4) называется периодическим решением.

Это решение считается изолированным периодическим решением, а его тра-

ектория называется предельным циклом, если существует такое число ε > 0,

что для любой точки M(x1, ..., xn) фазового пространства, которая находится

от цикла на расстоянии меньшем чем ε, решение системы (2.1), которое про-

ходит через точку M(x1, ..., xn) не является периодическим. Геометрически

это означает, что в фазовом пространстве вблизи замкнутой траектории не

проходят иные замкнутые траектории.

В теории дифференциальных уравнений доказано, что у системы (2.1)

есть три сорта траекторий:

1. Положения равновесия, которые состоят из одной неподвижной точки

в фазовом пространстве;

2. Циклы, которые являются замкнутыми линиями в фазовом простран-

стве;

3. Траектории без самопересечений (незамкнутые траектории).

Далее дадим более строгое определение динамической системы. Такое

определение состоит из трех компонент:

1. Метрического пространства D, которое называется фазовым про-

странством. В частности фазовое пространство может совпадать со всем n –

мерным евклидовым пространством Rn.

2. Времени t, которое может быть непрерывным, то есть t ∈ R1, или

дискретным, то есть t ∈ Z (все целые числа).

3. Закона (оператора) эволюции, то есть отображения любой заданной
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точки x в фазовом пространстве D и любого значения t в однозначно опреде-

ленное состояние ϕ(t, x) ∈ D, которое удовлетворяет теоретико–групповым

свойствам:

3.1. ϕ(0, x) = x;

3.2. ϕ(t1, ϕ(t2, x)) = ϕ(t1 + t2, x);

3.3. ϕ(t, x) непрерывно по (t, x).

Если переменная t непрерывна, то указанные условия определяют непре-

рывную динамическую систему или поток. Другими словами, поток – это од-

нопараметрическая группа гомеоморфизмов фазового пространства D. Фик-

сируя x и изменяя t от −∞ до +∞, получим ориентированную кривую, кото-

рая называется фазовой траекторией. Классификация траекторий совпадает

с вышеприведенной классификацией для систем дифференциальных уравне-

ний.

Если переменная t ∈ Z, то условия 3.1.–3.3. определяют дискретную

динамическую систему или каскад. Каскады владеют следующим свойством.

Рассмотрим гомеоморфизм ϕ(1, x) и обозначим его через ψ(x). Очевидно, что

ϕ(t, x) = ψt(x), где

ψt = ψ(ψ(...(ψ(x)))).

Следовательно, для определения каскада достаточно определить только го-

меоморфизм ψ : D → D.

Для дискретной динамической системы последовательность {xk}k=+∞
k=−∞,

где xk+1 = ψ(xk), называется траекторией точки x0. Существуют три типа

траекторий:

1. Точка x0. Эта точка является неподвижной точкой гомеоморфизма

ψ(x), то есть отображается при помощи ψ(x) в себя;

2. Цикл (x0, . . . , xk−1), где xi = ψi(x0), i = 0, . . . , k − 1 а x0 = ψk(x0).

Кроме того, xi 6= xj при i 6= j. Число k называется периодом цикла, а каждая

точка xi – периодической с периодом k. Заметим, что неподвижная точка

также является периодической и имеет период равный 1;
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3. Бесконечная в обе стороны траектория, то есть последовательность

{xk}k=+∞
k=−∞, где xi 6= xj при i 6= j. Такую последовательность будем называть

незамкнутой.

Теперь вкратце остановимся на классификации динамических систем. В

первую очередь динамические системы классифицируются в зависимости от

вида оператора эволюции ϕ(t, x). Операторы эволюции классифицируются в

соответствии с их свойствами и по форме задания. Если оператор обладает

свойством суперпозиции, то он и соответствующая динамическая система на-

зываются линейными. Если оператор – нелинейный, то и соответствующая

динамическая система называется нелинейной.

Способы задания оператора эволюции ϕ(t, x) также могут отличаться.

Его можно задавать в виде дифференциального или интегрального преобра-

зования, в виде матрицы или таблицы, дискретного отображения, марковской

цепи и.т.д.

По энергетическому признаку динамические системы делятся на кон-

сервативные и диссипативные. Консервативные системы характеризуются

неизменным во времени запасом энергии. В физике их называют гамиль-

тоновыми. Динамические системы, энергия которых уменьшается с течени-

ем времени, вследствие трения, рассеивания и иных факторов, называются

диссипативными. Подавляющее большинство реальных динамических систем

являются диссипативными.

Среди динамических систем особенно важную роль играют системы, в

которых возможны те или иные колебания. Такие динамические системы на-

зывают колебательными. Среди них выделяется особый класс так называе-

мых автоколебательных систем, которые принципиально нелинейны и дисси-

пативны. Автоколебательной называют динамическую систему, которая пре-

образует энергию источника возбуждения в энергию незатухающих колеба-

ний, причем основные характеристики колебаний (амплитуда, частота, фор-

ма и.т.д.) определяются параметрами системы и, в определенных границах,

не зависят от начального состояния системы.
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2.1.3 Предельные множества динамических систем. Понятие

странного аттрактора.

Предположим, что изучаемая динамическая система описывается системой

обыкновенных дифференциальных уравнений (2.2):

ẋ = X(x),

где x вектор с компонентами x1, x2, ..., xn, а X(x) вектор–функция с компо-

нентами X1(x1, x2, ..., xn) , X2(x1, x2, ..., xn) , ..., Xn(x1, x2, ..., xn). Пускай на-

чальное состояние системы (2.2) задается вектором x0 с компонентами

x10, x20, ..., xn0. Предположим, что в фазовом пространстве динамической си-

стемы существуют два множества B и A ⊂ B. Причем B совокупность всех

точек x0 фазового пространства, для которых x ∈ A при t → +∞ или

t → −∞. В этом случае множество A называется предельным множеством

динамической системы.

Рассмотрим возможные типы предельных множеств диссипативной ди-

намической системы, которые могут существовать в ограниченной области

фазового пространства.

Если все точки x0 ∈ B стремятся к A при t → +∞, то предельное мно-

жество является притягивающим и называется аттрактором. Соответственно

множество B называется бассейном притяжения аттрактора.

Если все точки x0 ∈ B стремятся к A при t → −∞, то предельное

множество является отталкивающим и называется репеллером.

Множество A может состоять из двух подмножеств, W s и W u, причем

точки, которые принадлежат W s, стремятся к A в прямом времени, в то же

время точки, которые принадлежат W u, стремятся к A в обратном времени.

В этом случае A называется седловым множеством или просто седлом. Мно-

жества W s и W u называются, соответственно, устойчивым и неустойчивым

многообразиями седла.

Простейшим предельным множеством динамической системы, которое

состоит из одной точки, является положение равновесия. Оно может быть



40

аттрактором (устойчивый узел, устойчивый фокус), репеллером (неустой-

чивый узел, неустойчивый фокус) или седлом. Причем у седла устойчивым

и неустойчивым многообразием являются, соответственно, его устойчивая и

неустойчивая сепаратриссы. На рис. 2.1 показаны, слева направо, аттрактор

(устойчивый фокус), репеллер (неустойчивый фокус) и седло.

Рис. 2.1: Положения равновесия: аттрактор, репеллер и седло.

Заметим, что точка типа центр не является ни аттрактором, ни репелле-

ром, ни седлом, так как отсутствует какое–нибудь множество точек, которые

приближаются к центру в прямом или обратном времени. Точка типа центр

– это особый случай предельного множества, для которого A = B.

В свою очередь, предельный цикл динамической системы будет аттрак-

тором, если он устойчив, и репеллером, если он вполне неустойчив [2]. По-

луустойчивый предельный цикл является седлом и называется седловым. На

рис. 2.2 изображены слева направо: предельный цикл, который является ат-

трактором, предельный цикл, который является репеллером и седловой пре-

дельный цикл. У изображенного на этом рисунке предельного цикла устой-

чивое и неустойчивое многообразие располагаются, соответственно, снаружи

и внутри цикла. Таким образом, аттрактор – это предельное множество в

Рис. 2.2: Предельный циклы: аттрактор, репеллер и седловой.

фазовом пространстве, к которому притягиваются все остальные траектории
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из бассейна притяжения. Подчеркнем, что аттракторы существуют только в

диссипативных системах.

Движение в диссипативных системах целесообразно разделить на два

класса: класс переходных, нестационарных движений, которые соответству-

ют процессу перехода от начального к предельному множеству состояний,

и класс установившихся, стационарных движений, фазовые траектории ко-

торых принадлежат предельным множествам. Часто точную границу между

этими классами движений провести невозможно. Эта граница зависит от точ-

ности проводимых вычислений при решении конкретной задачи.

В общей теории динамических систем доказано, что диссипативная ди-

намическая система может иметь следующие типы аттракторов:

1. положения равновесия (точки в фазовом пространстве);

2. предельные циклы (замкнутые линии в фазовом пространстве);

3. квазипериодические аттракторы (тороидальные поверхности в фазо-

вом пространстве).

Выше перечисленные аттракторы называются регулярными. Им соответ-

ствуют полностью предсказуемые во времени движения диссипативных ди-

намических систем. Долгое время считалось, что только такие типы аттрак-

торов существуют в динамических системах. Однако в 60–х годах прошлого

века были открыты совершенно новые типы аттракторов в динамических

системах. Оказалось, что движение полностью определенной (детерминиро-

ванной) динамической системы может стать совершенно непредсказуемым

(хаотичным). Причем, что особенно важно, эта непредсказуемость объясня-

ется свойствами самой динамической системы, а не каким–либо внешним ха-

отическим воздействием. Однако, при всей своей непредсказуемости, такие

движения обладают рядом четких количественных и качественных законо-

мерностей (предсказуемостей), что существенно отличает их от классических

стационарных случайных процессов. Поэтому для обозначения таких типов

движений динамических систем стал употребляется парадоксальный термин

– "детерминированный хаос" . В свою очередь, для движений описываемых
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регулярными аттракторами стал употребляться термин – "порядок" .

Математическим образом детерминированного хаоса в фазовом про-

странстве являются сложным образом устроенные притягивающие множе-

ства, фазовые траектории которых не принадлежат ни к одному типу регу-

лярных аттракторов. Фазовые траектории представляются в виде бесконеч-

ной линии, которая нигде не пересекается, не покидает при t → +∞ замкну-

той области и не притягиваются к регулярным аттракторам. Изображающая

точка траектории время от времени возвращается в окрестность, произволь-

но выбранного на траектории начального состояния, однако эти возвращения

непредсказуемы и имеют вид случайной последовательности. Такие аттрак-

торы называются странными (хаотическими). Итак, с одной стороны имеется

непредсказуемость положения изображающей точки траектории на аттракто-

ре в заданный момент времени, а с другой стороны – налицо предсказуемость,

так как точно известно, что эта точка принадлежит аттрактору.

Практически первый хаотический аттрактор был построен Е. Лоренцем

в 1963г., в работе [189]. Сам термин странный аттрактор впервые появился в

1971г. в работе Ф. Рюелля и Д. Такенса [219].

Заметим, что в последнее время была проведена более детальная тер-

минологическая классификация типов странных аттракторов. Здесь мы не

будем останавливаться на этой классификации, которая хорошо описана в

[5, 7].

2.2 Типы устойчивости траекторий

Снова рассмотрим динамическую систему, заданную системой дифференци-

альных уравнений в векторном виде (2.2):

ẋ = X(x),

и предположим, что ее состояние задается n – мерным вектором x(t), а

вектор-функция X(x) отображает n – мерное евклидово пространство Rn в
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себя. Как было установлено в многочисленных исследованиях, [5, 6, 7, 16, 62,

74, 126, 140], основным механизмом возникновения детерминированного ха-

оса является неустойчивость по Ляпунову траекторий аттрактора. Поэтому

познакомимся с устойчивостью по Ляпунова и другими типами устойчивости

системы (2.2).

Точка x0, а также выходящая из нее траектория x(t) называются устой-

чивыми по Лагранжу [75], если траектория x(t) всегда, при всех t > 0, оста-

ется в некоторой ограниченной области фазового пространства. Иными сло-

вами, существует такая константа M , что для всех t > 0 выполняется нера-

венство ‖ x(t) ‖< M, где ‖ x(t) ‖, как правило, обычная евклидова норма:

‖ x(t) ‖=
√

x2
1 + x2

2 + ... + x2
n.

Здесь x1, ..., xn – компоненты вектора x.

Точка n – мерного фазового пространства y называется ω – предельной

точкой фазовой траектории x(t), если можно указать такую последователь-

ность моментов времени tk → +∞, что lim
k→+∞

x(tk) = y. Аналогично точка z

называется α – предельной, если можно указать такую последовательность

моментов времени tk → −∞, что lim
k→+∞

x(tk) = z. Множество всех ω – пре-

дельных точек называется ω – предельным множеством данной траектории

и обозначается через Ωx. Соответственно множество всех α – предельных

точек называется α – предельным множеством данной траектории и обозна-

чается через Ax. Траектория x(t) называется устойчивой по Пуассону [75],

если каждая ее точка является ω – предельной и α – предельной, то есть

x(t) ∈ Ωx

⋂

Ax.

Из определения устойчивости по Пуассону следует, что любой установив-

шийся режим колебаний (как регулярный, так и хаотический) нелинейных

диссипативных систем представляется траекториями устойчивыми по Пуас-

сону. Обратное утверждение неверно. Действительно, не каждая устойчивая

по Пуассону траектория представляет режим динамики, который можно счи-

тать установившимся. Это связано с тем, что само по себе свойство устойчи-
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вости по Пуассону еще ничего не говорит о том, как ведут себя соседние

траектории, притягиваются ли они к исходной или удаляются от нее. Од-

нако заведомо справедливо, что траектории которые отвечают переходным

процессам, устойчивыми по Пуассону не являются.

Рассмотрим несколько примеров различных типов траекторий. Самой

простой траекторией является положение равновесия. Такая траектория со-

стоит только из одной точки и, очевидно, устойчива по Пуассону.

Если рассмотреть траекторию , отличную от неподвижной точки, то, как

следует из определения, устойчивой по Пуассону она будет в том случае, если

обладает свойством возвращаться в как угодно малую окрестность каждой

своей точки бесконечное число раз. Возврат траектории в ε – окрестность

произвольно выбранной на ней начальной точки называется возвратом Пу-

анкаре.

Теперь рассмотрим предельный цикл. Очевидно, что возвраты Пуанка-

ре в произвольно выбранную начальную точку цикла будут фиксироваться

периодически с как угодно большой точностью (рис. 2.3а). Время возврата T

в этом случае будет просто периодом цикла. Оно не зависит от выбора ε, по

крайней мере, для достаточно малых ε.

Рассмотрим следующий пример. Предположим, что для любого задан-

ного ε можно указать период возврата T (ε), один и тот же для произволь-

ной начальной точки на данной траектории, причем при ε → 0 этот пери-

од стремиться к бесконечности. Следовательно, возвраты с данной степенью

точности следуют один за другим регулярно, с правильной периодичностью,

однако период возрастает, если мы желаем увеличить точность сравнения со-

стояний. Как известно, такие движения называются квазипериодическими. В

частности, к ним принадлежит суперпозиция двух периодических колебаний

с рационально не соизмеримыми частотами. В фазовом пространстве этому

типу движения соответствует траектория, которая всюду плотно покрывает

тороидальную поверхность.

И наконец, детерминированный хаос – это такая ситуация, когда возвра-
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ты Пуанкаре в ε – окрестность начальной точки происходят без признаков

регулярности, а интервал времени между двумя последовательными возвра-

тами каждый раз иной. В итоге наблюдается некоторая хаотическая после-

довательность времени таких возвратов (рис. 2.3в). Хаотичность таких воз-

вратов может помочь нам идентифицировать тот факт, что в динамической

системе существует странный аттрактор.

Рис. 2.3: Возвраты Пуанкаре.

Заметим, что определения устойчивости по Лагранжу и Пуассону, харак-

теризуют какую-нибудь отдельно взятую траекторию и ничего не говорят о

поведении близких к ней траекторий. Такое поведение описывает устойчи-

вость по Ляпунову. Предположим, что система (2.2) при старте с точки x0

порождает траекторию x(t), при старте с точки y0 – траекторию y(t). Тра-

ектория x(t) называется устойчивой по Ляпунову, если для произвольного,
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как угодно малого ε > 0, существует такое δ > 0, что для любой стартовой

точки y0, которая удовлетворяет неравенству

‖ y0 − x0 ‖< δ,

при всех t > 0 выполняется неравенство

‖ y(t) − x(t) ‖< ε.

Таким образом, если две траектории близки в начальный момент времени,

то они остаются близкими и в любой последующий момент времени.

Траектория x(t) называется асимптотически устойчивой, если она устой-

чива по Ляпунову и lim
t→+∞

‖ y(t) − x(t) ‖= 0.

Наглядная иллюстрация различных типов устойчивости приведена на

рис. 2.4. Слева показана траектория устойчивая по Лагранжу. Она все время

остается в замкнутой области. В центре траектория устойчивая по Пуассону.

Она многократно возвращается в ε – окрестность стартовой точки. Наконец,

справа траектория устойчивая по Ляпунову. Две близкие в начальный мо-

мент времени траектории навсегда остаются близкими.

а б в

Рис. 2.4: Устойчивость по Лагранжу (а), Пуассону (б) и Ляпунову (в).

В дальнейшем, если противное не оговорено специально, под устойчиво-

стью будем понимать устойчивость по Ляпунову.

Имеет место следующая теорема, которую приведем без доказательства.

Теорема. Если непериодическая траектория устойчива по Пуассону и по

Ляпунову, то она квазипериодична.
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Из этой теоремы сразу вытекает, что все регулярные аттракторы ди-

намических систем (положения равновесия, предельные циклы и квазипери-

одические аттракторы) устойчивы как по Пуассону, так и по Ляпунову. В

свою очередь, все странные аттракторы динамических систем устойчивы по

Пуассону и неустойчивы по Ляпунову.

2.3 Спектр ляпуновских характеристических показате-

лей

Рассмотрим динамическую систему в векторной форме (2.2). Пусть x(t) неко-

торая фазовая траектория этой системы, которую мы будем называть невоз-

мущенной. Далее, пусть y(t) = x(t)+ x̃(t) – близкая к невозмущенной траек-

тория, которая реализуется при незначительно измененном начальном усло-

вии. Назовем траекторию y(t) возмущенной. Тогда эволюция малого возму-

щения x̃(t) в линейном приближении описывается уравнением первого при-

ближения:
˙̃x = A(t)x̃, (2.5)

где матрица A(t) имеет вид:

A(t) =
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Для системы (2.5) имеет место теорема [62].

Теорема Ляпунова. Пусть существует такая константа M , что для
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всех элементов Aij матрицы A и для произвольного T ,

1

T

T
∫

0

|Aij(t)|dt ≤ M,

тогда

1. Для любого решения x̃(t) уравнения (2.5) существует ляпуновский

характеристический показатель – действительное число, отличное от ±∞,

которое определяется по формуле:

λx̃(t) = lim
T→∞

1

T
ln ‖ x̃(T ) ‖; (2.6)

2. При умножении решения на константу C ляпуновский характеристи-

ческий показатель не изменяется

λCx̃(t) = λx̃(t); (2.7)

3. Ляпуновский характеристический показатель линейной комбинации

двух решений не превышает большего из показателей этих двух решений

λC1x̃1(t)+C2x̃2(t) ≤ max(λx̃1(t), λx̃2(t)); (2.8)

4. Существует n линейно независимых решений x̃i(t) (фундаменталь-

ная система решений) уравнения (2.5), которым соответствует n ляпуновских

характеристических показателей, которые нумеруются в порядке убывания

λ1, λ2, ..., λn.

Доказательство этой теоремы приведено во многих классических курсах

по устойчивости движения, например [25].

Набор чисел {λ1, λ2, ..., λn} называется спектром ляпуновских характе-

ристических показателей (ЛХП). Наибольшее из этих чисел λ1 называет-

ся старшим ляпуновским показателем. Спектр ЛХП следует рассматривать

как характеристику линейной системы уравнений (2.5) в целом, а не какого-

нибудь одного решения x̃(t), поскольку решение не зависит от выбора фун-

даментальной системы {x̃i(t)}. В силу (2.7)–(2.8) для любого решения x̃(t)
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ляпуновским характеристическим показателем обязательно будет одно из чи-

сел {λ1, λ2, ..., λn}.
Теперь вернемся к исходной нелинейной системе уравнений (2.2). Для

каждой траектории x(t) система первого приближения (2.5) дает вполне опре-

деленный спектр ЛХП. Присутствие в этом спектре показателя λ означает,

в силу (2.6), что существует такое возмущение исходной траектории, кото-

рое эволюционирует во времени, в линейном приближении, как eλt. Следо-

вательно, присутствие в спектре хотя бы одного положительного показателя

означает неустойчивость рассматриваемой траектории. Если все показатели

отрицательны, то это свидетельствует об асимптотической устойчивости тра-

ектории.

Можно доказать [25], что для положения равновесия системы (2.2)

спектр ЛХП состоит из действительных частей собственных чисел матрицы

системы первого приближения. Для предельного цикла системы (2.2) спектр

ЛХП определяется по формуле [25]:

λi =
ln |ρi|

T
, i = 1, ...n,

где ρi – мультипликатор предельного цикла, а T – его период.

До сих пор говоря о спектре ЛХП мы приписывали его некоторой фазо-

вой траектории. Зададимся теперь более общим вопросом про устойчивость

динамической системы в установившемся режиме, что диктует необходимость

определения спектра ЛХП аттрактора. Если аттрактор представляет собой

положение равновесия или предельный цикл, то он состоит из одной траек-

тории и уже определенный нами спектр, естественно, будет спектром ЛХП

такого аттрактора. Если же аттрактор состоит из множества траекторий,

как, например, тор или странный аттрактор, то возникает далеко не очевид-

ный вопрос, возможно ли приписать аттрактору в целом спектр какой-либо

траектории этого аттрактора. Тут на помощь приходит мультипликативная

эргодическая теорема В.И. Оселедца [76], которая утверждает, что типичная

взятая наугад траектория на аттракторе с единичной вероятностью будет
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иметь вполне определенный спектр ЛХП, который можно приписать аттрак-

тору в целом.

Спектр ЛХП аттрактора диссипативной динамической системы должен

удовлетворять следующим требованиям:

1. Сумма всех n показателей должна быть отрицательной
n

∑

i=1

λi < 0.

Это условие диссипативности, благодаря которому аттрактор является при-

тягивающим предельным множеством нулевой меры в фазовом пространстве

[5, 62];

2. У аттрактора, отличного от положения равновесия, обязательно дол-

жен быть хотя бы один нулевой показатель.

Действительно, рассмотрим две траектории на аттракторе, которые

стартуют, соответственно, из точек x0 = x(t0) и y0 = x(t0 + ∆t), где времен-

ной сдвиг ∆t считается малым. По предположению, аттрактор не является

положением равновесия, поэтому y0 не совпадает с x0. Обе изображающие

точки следуют по одной траектории, то есть отличаются только временным

сдвигом, поэтому

y(t) − x(t) = x(t − ∆t) − x(t) ≈ ẋ(t)∆t = X(x)∆t.

Однако правые части системы (2.2) ограничены по норме, ‖ X(x) ‖< M , по-

этому ‖ X(x)∆t ‖< M |∆t|. Таким образом, ляпуновский характеристический

показатель для возмущения типа сдвига траекторий равен:

lim
T→∞

1

T
ln ‖ y(T ) − x(T ) ‖= lim

T→∞

1

T
ln M |∆t| = 0.

Предположим, что ляпуновские характеристические показатели упоря-

дочены по убыванию. Будем обозначать положительный показатель знаком
′+′, отрицательный – знаком ′−′, а нулевой – нулем. Тогда аттрактору ди-

намической системы в фазовом пространстве размерности n будет соответ-

ствовать набор из n знаков, который мы будем называть сигнатурой спектра
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ЛХП. Изучим какими могут быть эти сигнатуры при различных размерно-

стях фазового пространства.

При n = 1 возможен только один вариант сигнатуры 〈−〉, что соответ-

ствует аттрактору в виде неподвижной точки – асимптотически устойчивому

положению равновесия.

При n = 2 возможны только два вариант сигнатуры:

〈−,−〉 – устойчивое положение равновесия;

〈0,−〉 – предельный цикл.

Покажем, что при n = 2 все остальные варианты сигнатур невозможны.

Действительно, сигнатуры 〈+, 0〉, 〈0, 0〉 невозможны, так как такие сигнату-

ры противоречат условию диссипативности (сумма ляпуновских показателей

не будет отрицательной). Вариант 〈+,−〉 также исключен, так как положе-

ния равновесия с такой сигнатурой неустойчиво и не является аттрактором.

Если же аттрактор не является положением равновесия, то такая сигнатура

исключена в силу условия обязательного наличия, в этом случае, нулевого

показателя.

Возможность возникновения аттрактора с положительным ляпуновским

характеристическим показателем возникает, начиная с размерности фазового

пространства n = 3. Здесь возможны такие варианты сигнатур:

〈−,−,−〉 – устойчивое положение равновесия;

〈0,−,−〉 – предельный цикл;

〈0, 0,−〉 – двумерный тор;

〈+, 0,−〉 – странный аттрактор.

Все остальные варианты сигнатур противоречат или условию диссипа-

тивности, или – необходимости наличия нулевого показателя для аттракто-

ров, которые не являются неподвижными точками, или – определению ат-

трактора.

При возрастании размерности фазового пространства число возможных

вариантов сигнатур существенно возрастает. Например, при n = 4 кроме

странного аттрактора с одним положительным ляпуновским показателем
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〈+, 0,−,−〉 может существовать странный аттрактор с двумя положительны-

ми показателями 〈+, +, 0,−〉. Странные аттракторы, которые имеют в спек-

тре ЛХП более одного положительного показателя, называются гиперхаоти-

ческими.

Таким образом, для динамических систем, которые описываются авто-

номными дифференциальными уравнениями, мы пришли к фундаментально-

му выводу – принципиальная возможность реализации странного аттрактора

начинается с размерности фазового пространства n = 3. На фазовой плоско-

сти существование фазовых аттракторов невозможно.

Кстати, невозможность странного аттрактора на плоскости может быть

доказана такими простыми рассуждениями. Любой аттрактор, в том числе и

странный, должен быть устойчивым по Лагранжу (располагаться в ограни-

ченной области фазового пространства) и по Пуассону (изображающая точка

должна бесконечное количество раз возвращаться в ε – окрестность старто-

вой точки траекторий аттрактора). На фазовой плоскости это обязательно

приведет к самопересечению траектории, что противоречит теореме Коши–

Пикара. Следовательно, странный аттрактор на фазовой плоскости не может

существовать.

Наличие в спектре ЛХП положительного показателя является одним

из основных критериев идентификации странных аттракторов в конкретных

прикладных динамических системах. Поэтому очень важно уметь вычислять

спектр ЛХП или хотя бы старший показатель спектра. К сожалению, для

большинства практических динамических систем непосредственное вычисле-

ние показателя по формуле

λ = lim
T→∞

1

T
ln ‖ x̃(T ) ‖ (2.9)

невозможно, так как траектория аттрактора не может быть найдена для про-

извольной системы при помощи квадратурных формул. Поэтому для подсче-

та ляпуновских характеристических показателей приходится применять ме-

тодики, основанные на численных методах. Одной из наиболее применяемых
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таких методик является так называемый алгоритм Бенеттина и др. [137].

Итак, снова рассмотрим динамическую систему (2.2):

ẋ = X(x).

Процедура вычисления старшего ляпуновского показателя начинается с по-

строения численного решения системы (2.2) на интервале времени, доста-

точном для того, чтобы обрести уверенность в выходе траектории x(t) на

аттрактор, то есть отбрасываются фазовые координаты траектории, соот-

ветствующие переходному процессу. Длительность переходного процесса не

подчиняется каким-либо общим закономерностям и поэтому ее приходится

определять индивидуально для каждой конкретной задачи. В качестве рас-

четного численного метода чаще всего применяется метод Рунге–Кутты чет-

вертого или пятого порядка. Для увеличения точности расчетов целесообраз-

но использовать переменный временной шаг счета, проводя коррекцию этого

шага с применением корректирующей процедуры Дормана–Принса [148]. Это

позволяет добиться локальной погрешности вычислений порядка O(10−15).

Конечную точку этого численного счета обозначим через x0 и принимаем

ее за начальную точку траектории на аттракторе. Затем выводим систему

уравнений первого приближения:

˙̃x =
∂X

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x(t)

x̃. (2.10)

Далее будем совместно решать системы уравнений (2.2) и (2.10). При-

чем для системы уравнений (2.2) в качестве начальной точки берем x0, а для

системы (2.10) – некоторую точку x̃0, для которой выполняется соотноше-

ние ‖ x̃0 ‖= 1. Например, в качестве начального вектора возмущения можно

взять вектор x̃0 = {1, 0, 0, ..., 0}. Зададим некоторый временной интервал T

и решим численно системы (2.2) и (2.10), найдя вектор состояния и его воз-

мущение в момент времени T : x(T ) = x1, x̃(T ) = x̃1.

Теперь переопределим вектор возмущения так, чтобы его направление

оставалось неизменным, а норма равнялась исходному значению 1, то есть
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положим x̃0
1 =

x̃1

‖ x̃1 ‖
. Необходимость такой перенормировки связана с тем,

что в том случае, когда траектория неустойчива (например, принадлежит

странному аттрактору), амплитуда возмущения очень быстро стремиться к

бесконечности и без выполнения перенормировки произойдет переполнение

регистров компьютера, вследствие чего компьютер остановится.

Далее снова продолжаем процедуру численного решения системы (2.2) с

начальной точкой x1 и систему (2.10) с начальной точкой x̃0
1. Отыскав вектор

состояния и вектор возмущения в момент 2T : x(2T ) = x2, x̃(2T ) = x̃2 пере-

определяем вектор возмущения x̃0
2 =

x̃2

‖ x̃2 ‖
. Затем многократно повторяем

аналогичную процедуру нахождения решений и перенормировки.

Качественно алгоритм Бенеттина можно проиллюстрировать при помо-

щи следующего рисунка.

Рис. 2.5: Качественная схема алгоритма Бенеттина.

Если начальная точка x0 принадлежит типичной траектории аттракто-

ра, а начальное возмущение x̃0 взято наугад, то эволюция амплитуды возму-

щения будет определяться, очевидно, старшим ляпуновским характеристиче-

ским показателем. В силу формулы (2.9) приближенно получим:

λ1 ≈
1

KT

K
∑

i=1

ln ‖ x̃i ‖ . (2.11)

При этом число шагов K должно быть достаточно большим. Практически мы

заканчиваем численные вычисления, когда значение величины λ1 становит-

ся неизменным относительно какого-либо, наперед выбранного, количества
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знаков после десятичной разделительной точки. Далее описанную процедуру

желательно повторить несколько раз с разными начальными условиями для

вектора состояния и вектора возмущения и провести статистическую обра-

ботку полученных результатов. Длина интервала перенормировки T выби-

рается индивидуально для каждой конкретной задачи. При компьютерных

вычислениях эта величина, с одной стороны, не должна быть очень большой,

дабы не наступило переполнение регистров компьютера, а с другой сторо-

ны, не должна быть очень малой, дабы избежать очень длительного времени

вычислений.

Теперь перейдем к процедуре вычисления полного спектра ЛХП аттрак-

тора. Для вычисления оставшихся ляпуновских показателей необходимо рас-

считывать эволюцию соответствующего числа векторов возмущения вдоль

рассматриваемой фазовой траектории. Если проводить расчеты по вышеопи-

санному алгоритму Бенеттина и др., то в любом векторе возмущения, при

достаточно большом времени численного счета, будет доминировать состав-

ляющая с максимальным ляпуновским показателем. Поэтому для расчета по-

следующих показателей необходимо модифицировать расчетный алгоритм.

Такой обобщенный алгоритм был предложен Бенеттином и др. в работах

[138, 139]. В обобщенном алгоритме перенормирование векторов возмущения

сопровождается их ортогонализацией по Граму-Шмидту.

Опишем обобщенный алгоритм Бенеттина и др. на примере системы с

размерностью фазового пространства n = 3. В этом случае спектр ЛХП со-

стоит из трех показателей. Численно решаем исходную систему уравнений

(2.2) на интервале времени, достаточном для того, чтобы обрести уверенность

в завершении переходного процесса и выходе траектории на аттрактор. Затем

исходную систему уравнений (2.2) дополняем тремя идентичными копиями

ее уравнений первого приближения (2.10). Далее начинаем численно решать

эти четыре системы. Причем в качестве начальных векторов возмущений за-

даем набор векторов x̃0
0, ỹ0

0, z̃0
0, которые образуют ортонормированную си-

стему векторов. Например, всегда можем взять такие векторы, x̃0
0 = {1, 0, 0},
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ỹ0
0 = {0, 1, 0}, z̃0

0 = {0, 0, 1}. Через некоторое время T траектория системы

(2.2) придет в точку x1, векторы возмущений, соответственно, будут равнять-

ся x̃1, ỹ1, z̃1. Перенормируем их и ортогонализируем по Граму-Шмидту:

x̃0
1 =

x̃1

‖ x̃1 ‖
;

ỹ′
1 = ỹ1 − (ỹ1, x̃

0
1)x̃

0
1, ỹ0

1 =
ỹ′

1

‖ ỹ′
1 ‖

;

z̃′1 = z̃1 − (z̃1, x̃
0
1)x̃

0
1 − (z̃1, ỹ

0
1)ỹ

0
1, z̃0

1 =
z̃′1

‖ z̃′1 ‖
.

(2.12)

Здесь (., .) означает скалярное произведение векторов. Далее продолжа-

ем численные расчеты, отправляясь от точки x1 и векторов возмущений

x̃0
1, ỹ0

1, z̃0
1. Затем через очередной интервал времени T получим новый набор

векторов возмущений x̃2, ỹ2, z̃2, который снова ортогонализируем и перенор-

мируем в соответствии с процедурой (2.12). Описанная последовательность

действий повторяется достаточно большое число раз K. В ходе проводимых

вычислений определяем суммы:

Λ1 =
K

∑

i=1

ln ‖ x̃i ‖, Λ2 =
K

∑

i=1

ln ‖ ỹ′
i ‖, Λ3 =

K
∑

i=1

ln ‖ z̃′i ‖ . (2.13)

В этих суммах фигурируют векторы возмущений до перенормировки. Тогда

ляпуновские характеристические показатели приближенно определяются по

формулам:

λi ≈
Λi

KT
, i = 1, 2, 3. (2.14)

Аналогично определяется спектр ЛХП при произвольной размерности

фазового пространства.

2.4 Сечение и отображение Пуанкаре

Рассмотрим динамическую систему с непрерывным временем, динамика ко-

торой описывается некоторыми дифференциальными уравнениями. Пусть,
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для определенности, это система с трехмерным фазовым пространством ви-

да:
ẋ = f1(x, y, z);

ẏ = f2(x, y, z);

ż = f3(x, y, z).

(2.15)

Далее рассмотрим некоторое решение системы (2.15), которому отвечает

в фазовом пространстве траектория Γ. Поместим в фазовом пространстве

некоторою плоскость S, уравнение которой имеет вид:

S(x, y, z) = 0. (2.16)

Выбор такой плоскости достаточно произвольный, однако она должна раз-

мещаться так, чтобы траектория Γ многократно ее пересекала и касание

траектории с плоскостью было невозможно (трансверсальное пересечение).

Такая плоскость S называется секущей Пуанкаре фазовой траектории Γ.

Обозначим точки пересечения траектории Γ с секущейS через a1, a2, ..., an

(рис. 2.6). Заметим, что последовательность точек {an} задается пересече-

нием Γ с S в одном направлении. Полученное дискретное множество точек

{an}, n = 1, 2, 3, ... на секущей Пуанкаре называется сечением Пуанкаре для

траектории Γ.

Рис. 2.6: Сечение Пуанкаре.
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Сечение Пуанкаре также порождает некоторое дискретное отображение,

которое ставит в соответствие любой точке an ближайшую последующую за

an точку an+1. Закон соответствия между предыдущей и последующей точка-

ми сечения Пуанкаре называется отображением последования или отображе-

нием Пуанкаре. Для рассматриваемого трехмерного случая это отображение

будет уже двумерным

xn+1 = P1(xn, yn);

yn+1 = P2(xn, yn),

(2.17)

так как точки сечения Пуанкаре располагаются на плоскости и третью коор-

динату всегда можно выразить через две первых.

Таким образом, задача изучения динамической системы (2.15) может

быть сведена к задаче изучения соответствующего отображения Пуанкаре,

которое имеет размерность на единицу меньшую, чем размерность исход-

ной динамической системы. При этом структура динамической системы од-

нозначно (но не взаимно однозначно) определяет структуру порождаемого ею

дискретного отображения (2.17). Эта подмена объекта исследования не сопро-

вождается какими-нибудь аппроксимациями, анализ остается точным. Одна-

ко при такой подмене объекта исследования мы утрачиваем информацию про

характер динамики в промежутках времени между последовательными пе-

ресечениями секущей плоскости, в частности, про длительность интервалов

времени между этими пересечениями и про топологические свойства фазо-

вой траектории. Тем не менее сохраняется возможность анализировать много

принципиальных вопросов, например, возникает в системе регулярный или

хаотический режим.

Пусть дискретные уравнения (2.17) являются отображением Пуанкаре

дифференциальных уравнений (2.15). Предположим, что (x0, y0) – устойчи-

вая неподвижная точка этого отображения. Ей будет соответствовать устой-

чивый однотактный предельный цикл системы (2.15) [2].

Предположим, что дискретные уравнения (2.17) имеют периодическое



59

решение:

xn+k = xn, yn+k = yn, (2.18)

где k – дискретный период. Такое решение будем называть k – циклом. Тогда

k – циклу отображения будет соответствовать более сложный k – тактный

предельный цикл системы (2.15)[2]. Причем спектр ЛХП такого k – цикла

дискретного отображения (2.17), дополненный нулевым показателем, совпа-

дает со спектром ЛХП системы [5].

Если решением дискретной системы (2.17) является квазипериодическая

или хаотическая последовательность, то соответственно квазипериодический

или хаотический режим будет устанавливаться в системе дифференциальных

уравнений (2.15). При этом спектры ЛХП квазипериодических и хаотических

отображений совпадают с соответствующими спектрами ЛХП квазипериоди-

ческих или хаотических аттракторов системы (2.15) за исключением одного

нулевого показателя [5].

Найти отображения Пуанкаре для конкретных нелинейных систем в яв-

ном виде удается очень редко, в тех исключительных случаях, когда диффе-

ренциальные уравнения допускают аналитическое решение. Однако можно

построить отображение Пуанкаре как численный алгоритм. При этом возни-

кают две самостоятельные задачи. Первая – это нахождение некоторой тра-

ектории Γ системы (2.15) при заданных начальных условиях. Вторая – это

определение координат точек пересечения траектории с секущей плоскостью,

то есть построение сечения и отображения Пуанкаре. Вычислить траекто-

рию можно при помощи любого известного численного метода. Как мы уже

отмечали, для этого чаще всего применяются методы Рунге–Кутты. А для

определения точек пересечения траектории с секущей плоскостью необходи-

мо на каждом шаге численного интегрирования системы (2.15) вычислять

значения функции S(x, y, z) до тех пор, пока не будет зафиксирован момент

смены знака S(x, y, z), который соответствует моменту пересечения траекто-

рией секущей плоскости.
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Например, пусть смена знака функции S(x, y, z) случилась между n –

тым и (n + 1) шагами, так что величины Sn = S(x(n∆t), y(n∆t), z(n∆t))

и Sn = S(x((n + 1)∆t), y((n + 1)∆t), z((n + 1)∆t)), где ∆t – шаг численно-

го интегрирования, имеют разные знаки, как показано на рис. (2.7). Далее

необходимо уточнить значение точки пересечения as. Эту задачу можно ре-

шить с заданной степенью точности, применив методы интерполяции. После-

довательно уменьшая шаг интегрирования в два раза, возможно закончить

вычисления, когда разность |Sn+1−Sn| будет меньше наперед заданной вели-

чины, которая определяет точность расчета точек as. Принципиальных труд-

ностей здесь нет, однако возрастающие требования к точности определения

as потребуют дополнительных вычислений, что усложнит соответствующие

алгоритмы вычисления и значительно увеличит время необходимое для рас-

четов.

Рис. 2.7:

Для преодоления этих сложностей М.Ено [167] был предложен простой и

экономичный метод, который состоит в следующем. Дополним систему урав-

нений (2.15) еще одним соотношением, а именно

dS

dt
=

∂S

∂x

dx

dt
+

∂S

∂y

dy

dt
+

∂S

∂z

dz

dt
.

Так как (˙) =
d

dt
, то, учитывая (2.15), можем записать

dS

dt
=

∂S

∂x
f1(x, y, z) +

∂S

∂y
f2(x, y, z) +

∂S

∂z
f3(x, y, z). (2.19)
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Введем для удобства обозначения

H(x, y, z) =
∂S

∂x
f1(x, y, z) +

∂S

∂y
f2(x, y, z) +

∂S

∂z
f3(x, y, z),

dS

dt
= H(x, y, z).

Тогда, учитывая, что

dx

dS
=

dx

dt

dt

dS
,

dy

dS
=

dy

dt

dt

dS
,

dz

dS
=

dz

dt

dt

dS
,

dt

dS
=

1

H(x, y, z)
,

можем записать
dx

dS
=

f1(x, y, z)

H(x, y, z)
;

dy

dS
=

f2(x, y, z)

H(x, y, z)
;

dz

dS
=

f3(x, y, z)

H(x, y, z)
;

dt

dS
=

1

H(x, y, z)
.

(2.20)

Возьмем значения x, y, z, t и S, полученные на (n + 1) шаге численного

интегрирования и сделаем еще один шаг по S, величина которого равна

∆S = −Sn+1.

В результате интегрирования системы (2.15) только на одном шаге ∆S =

−Sn+1 мы сразу попадаем на секущую S, причем ошибка определения точки

пересечения строго равняется погрешности интегрирования системы (2.15)

на одном шаге и будет минимальной. При нахождении других точек пересе-

чения (если они существуют) траекторией Γ плоскости S каждый раз будем

интегрировать систему (2.20) на одном шаге ∆S = −Sn+1, который будет

изменяться для каждой новой точки пересечения.

Алгоритм построения отображения Пуанкаре по методу Ено удобно про-

граммировать сразу как численное решение уравнений (2.20). При этом функ-

ция H(x, y, z) полагается равной единице до тех пор, пока выполняются стан-

дартные шаги по времени, и переопределяется в соответствии с (2.19), когда
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возникает необходимость провести нестандартный шаг по S. Так как в обоих

случаях используется один и тот же численный метод, достигается желаемое

согласование по точности.

Все проведенные рассуждения очевидным образом распространяются на

фазовое пространство большей размерности, только вместо секущей двумер-

ной плоскости необходимо использовать сечение n – мерного фазового про-

странства гиперповерхностью размерности n− 1. То обстоятельство, что при

использование отображения Пуанкаре размерность уменьшается на единицу,

иногда бывает очень полезной.

Метод сечения Пуанкаре особенно нагляден в случае n = 3, когда мно-

жество точек пересечения лежит на двумерной поверхности. Для n > 4 гра-

фическое представление многомерного сечения Пуанкаре утрачивает нагляд-

ность. В этих случаях анализируют двух- или трехмерные проекции сечений

Пуанкаре.

Для периодических решений динамической системы сечение Пуанкаре,

как многомерное, так и его проекции, содержит конечное число неподвиж-

ных точек, которые повторяются строго через период решения. В режиме

странного аттрактора на секущей появится некоторое хаотическое множество

точек, число которых будет возрастать с возрастанием времени численного

интегрирования. В некоторых случаях это хаотическое множество может рас-

полагаться вдоль тонкой ленты, близкой по структуре к одномерной кривой

на секущей. Эту кривую приближенно можно принять за отображение Пу-

анкаре и анализировать методом диаграмм Ламерея [2].

Следует отметить, что при изучении хаотических режимов достоверную

информацию о структуре сечения Пуанкаре можно получить только при до-

статочно большом числе точек в сечении Пуанкаре. Как правило, это число

имеет порядок O(104) − O(105), поэтому для представления таких точечных

множеств необходимо использовать компьютерные методы обработки инфор-

мации.
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2.5 Размерность аттракторов

Как мы уже отмечали, математическим образом детерминированного хао-

тического режима в динамической системе являются странные аттракторы,

которые имеют чрезвычайно сложную геометрическую структуру. Одной из

важных характеристик любого геометрического объекта является его раз-

мерность. К настоящему времени в рассмотрение введено много типов раз-

мерностей для аттракторов динамических систем. Например, фрактальная

емкость, размерность Хаусдорфа–Безиковича [62, 126], информационная и

корреляционная размерности, обобщенные размерности Реньи [162, 163, 168]

и. т. д. Такие размерности могут давать существенную информацию о струк-

туре аттрактора, служить количественным отличительным признаком регу-

лярного аттрактора от странного, а для странных аттракторов выступать

как некая мера "странности" аттрактора [163].

Практически все известные странные аттракторы являются фрак-

тальными множествами, которые имеют дробную размерность Хаусдорфа–

Безиковича. Этим они отличаются от регулярных аттракторов, соответ-

ствующая размерность которых является целой. Непосредственный подсчет

фрактальной размерности странного аттрактора является чрезвычайно тру-

доемкой задачей, для решения которой в общем случае не существует каких–

либо стандартных алгоритмов. Однако сравнительно просто может быть под-

считана так называемая ляпуновская размерность аттрактора, которая на

практике чаще всего используется в качестве количественной меры фрак-

тальности.

Рассмотрим диссипативную динамическую систему размерности n. На-

ряду с исходной динамической системой рассмотрим ансамбль ее идентич-

ных копий, которые отличаются друг от друга только различными началь-

ными состояниями. В начальный момент времени в фазовом пространстве

этому ансамблю будет соответствовать некое "облако" изображающих то-

чек. В процессе эволюции начальное облако будет изменяться в соответствии
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с динамикой системы, задаваемой ее математической моделью.

Предположим, что у рассматриваемой динамической системы существу-

ет странный аттрактор. Спектр ЛХП такого аттрактора состоит из n показа-

телей, упорядоченных по убыванию λ1, λ2, ..., λn. Причем λ1 > 0 и, по край-

ней мере, существует один нулевой показатель. Кроме того, в силу диссипа-

тивности системы, сумма всех ляпуновских характеристических показателей

отрицательна:

σn =
n

∑

i=1

λi < 0. (2.21)

Будем последовательно вычислять суммы вида (2.21) для m = 1, 2, .... Сна-

чала мы будем получать положительные, а потом отрицательные величины

σm. Найдем такое m, что σm ≥ 0, но σm+1 < 0. В сумму σm войдут все

положительные, все нулевые и часть отрицательных ляпуновских характе-

ристических показателей. Если рассмотреть подпространство, образованное

векторами возмущений, которые соответствуют первым m ляпуновским по-

казателям, то в этом подпространстве объем облака изображающих точек

ансамбля систем не уменьшается в процессе эволюции, в частности, возрас-

тает при σm > 0. В то же время в подпространстве образованном векторами

возмущений, которые соответствуют первым m + 1 характеристическим по-

казателям, объем облака изображающих точек будет уменьшаться при воз-

растании времени.

В 1979 году Каплан и Йорк [171, 172] предложили гипотезу, суть которой

состоит в том, что фрактальная размерность аттрактора DFr расположена в

интервале

m ≤ DFr < m + 1

и состоит из целой m и некоторой дробной части d, так что

DFr = m + d.

Причем эта дробная часть размерности определяется из условия, что движе-

ние на аттракторе соответствует физическим представлениям о стационар-
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ности процесса, а именно:

λ1 + λ2 + ... + λm + dλm+1 = 0.

Отсюда получаем, что размерность аттрактора DFr определяется по форму-

ле:

DFr = m +

m
∑

i=1

λi

|λm+1|
. (2.22)

Формула (2.22) сейчас называется формулой Каплана–Йорка.

В частном случае трехмерного фазового пространства упорядоченный

спектр ЛХП странного аттрактора содержит три показателя, λ1 > λ2 > λ3,

причем λ1 > 0, λ2 = 0, а λ3 < 0. В силу условия диссипативности: λ1 + λ2 +

λ3 < 0. Поэтому σ1 = λ1 > 0; σ2 = λ1 + 0 > 0; σ3 < 0. Следовательно, в

трехмерном случае, формула (2.22) принимает вид:

DFr = 2 +
λ1

|λ3|
. (2.23)

Формула Каплана–Йорка используется, в первую очередь для подсчета фрак-

тальных размерностей странных аттракторов, однако по ней легко могут

быть рассчитаны размерности и регулярных аттракторов. Так , используя

формулу (2.23), легко найдем, что в трехмерном пространстве размерность

предельного цикла равна единице, а квазипериодического аттрактора – двум.

Для положений равновесия формула Каплана–Йорка неприменима. Однако

в этом случае размерность элементарно подсчитывается по общему опреде-

лению Хаусдорфа [126] и всегда равна нулю.

Таким образом, в трехмерном фазовом пространстве фрактальные раз-

мерности возможных аттракторов непрерывной динамической системы рав-

ны:

1. для положений равновесия, DFr = 0;

2. для предельных циклов, DFr = 1;

3. для квазипериодических аттракторов, DFr = 2;
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4. для странных аттракторов, 2 < DFr < 3.

Целость или дробность размерности DFr являются удобным признаком

для идентификации регулярности или странности аттрактора.

Гипотеза Каплана–Йорка предполагала, что формула (2.22) позволяет

вычислять хаусдорфову размерность аттракторов. Однако строго доказать

это удалось только для хаотических аттракторов двумерных дискретных

отображений и систем дифференциальных уравнений с размерностью фа-

зового пространства n = 3 [62]. В общем случае доказать гипотезу Каплана–

Йорка пока не удается. Большинство исследователей вообще склоняется к

тому, что она неверна для многомерных систем.

В то же время формула (2.22) дает хорошую численную оценку размер-

ности аттрактора. Поэтому размерность, определяемую по формуле (2.22),

сейчас называют ляпуновской и считают еще одной разновидностью фрак-

тальной размерности. Главное достоинство ляпуновской размерности в от-

носительной простоте ее подсчета, для чего требуется только спектр ЛХП.

Трудности, возникающие при подсчете фрактальной размерности исходя

из определения Хаусдорфа, значительно превышают сложность нахождения

спектра ЛХП.

В процессе вычисления ляпуновской размерности мы последовательно

вычисляем суммы σm. Обозначим через h максимальное значение сумм σm.

Величина h равна сумме всех положительных ляпуновских характеристиче-

ских показателей аттрактора. Доказано, что h соответствует так называемой

энтропии Колмогорова–Синая [34, 62]. Очевидно, что для хаотических ат-

тракторов величина h всегда положительна, для предельных циклов и ква-

зипериодических аттракторов она равна нулю (так как в последних случаях

положительные ляпуновские показатели отсутствуют). Таким образом, поло-

жительность энтропии является еще одним критерием хаоса. Заметим, что в

теории вероятностей доказывается, что для стационарных случайных процес-

сов h = ∞. Поэтому по величине энтропии также можно идентифицировать,

наблюдается ли в динамической системе стационарный случайный процесс
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или детерминированный хаос.

2.6 Спектральная плотность и инвариантная мера

Вновь рассмотрим динамическую систему общего вида (2.2). Предположим,

что система имеет аттрактор в виде предельного цикла, которому соответ-

ствует некоторое периодическое, с периодом T , решение x(t). Пусть вектор-

функция x(t) имеет компоненты

x(t) = {x1(t), x2(t), ..., xn(t)}, (2.24)

где каждая из функций xi(t) – периодическая, с периодом T . Как известно,

периодическая функция xi(t) может быть разложена в ряд Фурье:

xi(t) = c0,i +
∞

∑

k=1

ck,i cos(kω1t − ϕk,i); i = 1, 2, ..., n, (2.25)

где ω1 =
2π

T
– основная круговая частота ϕk,i – фаза. Из этой формулы видно,

что каждая из периодических функций xi(t) вполне определяется совокуп-

ностью величин ck,i, ϕk,i. Совокупность величин ck,i носит название спектра

амплитуд, а совокупность ϕk,i – спектра фаз функции xi(t). Для многих при-

ложений достаточно знать только спектр амплитуд. Он применяется настоль-

ко часто, что когда говорят просто спектр, то имеют в виду амплитудный

спектр. Спектр периодической функции очень просто изобразить графиче-

ски. В декартовой системе координат Oωc по оси абсцисс откладываются ча-

стоты ω = kω1, а по оси ординат – амплитуды c = ck,i. Затем точки с коорди-

натами (kω1; 0) и (kω1; ck,i) соединяются отрезками прямых, которые называ-

ются спектральными линиями. В результате каждой гармонике разложения

в ряд Фурье (2.25) будет соответствовать вполне определенная спектральная

линия. Мы получим спектр состоящий из равноудаленных спектральных ли-

ний. Причем частоты гармоник находятся в простых кратных соотношениях.

Такой спектр называется дискретным гармоническим спектром [102].
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Заметим, что для всех компонент вектор–функции (2.24) мы получим

дискретные гармонические спектры, спектральные линии которых имеют

одинаковые частоты и отличаются только высотой. Поэтому, для качествен-

ного изучения спектра достаточно ограничится построением спектра одной из

компонент вектор–функции. Как правило, на практике спектральные свой-

ства многомерных динамических систем изучаются на примере одной из ком-

понент вектор–функции состояния, что существенно упрощает задачу, но в

то же время позволяет исследовать характерные особенности получаемых

спектров.

Теперь пусть исходная динамическая система (2.2) имеет квазиперио-

дический аттрактор. В этом случае решение системы x(t), соответствующее

аттрактору, будет квазиперидической вектор–функцией. Будем изучать спек-

тральные характеристики аттрактора при помощи одной из компонент x(t),

которую обозначим, опуская индекс, через x(t). Квазипериодическая функ-

ция x(t) может быть записана в виде:

x(t) = x(ψ1(t), ψ2(t), ..., ψp(t)), (2.26)

где функция x(ψ) имеет период 2π по каждому из аргументов ψi и между ча-

стотами ωi не существует рациональных соотношений. Используя разложение

функции (2.26) в обобщенный ряд Фурье, можно показать, что в этом случае

спектр представляется в виде дискретной совокупности спектральных линий

[102]. Однако, в отличие от периодического случая, эти линии не равноуда-

лены, а располагаются на частотах, которые представляют собой линейные

комбинации базовых частот:

ωk1,...kp
= k1ω1 + k2ω2 + .. + kpωp.

Предположим, что исходная система имеет странный аттрактор, одна из

траекторий которого x(t). Спектральные свойства будем изучать при помо-

щи одной из компонент вектор-функции x(t), которую обозначим через x(t).

В этом случае функция x(t) будет непериодической, поэтому вместо разло-

жения в ряд Фурье необходимо пользоваться интегралом Фурье. Напомним,
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что для непериодической функции имеют место следующие соотношения:

x(t) =
1

2π

∞
∫

−∞

S(ω)eiωtdω, (2.27)

где

S(ω) =

∞
∫

−∞

x(t)e−iωtdω. (2.28)

Формулы (2.27) и (2.28) являются основными формулами теории спек-

тров. Смысл формулы (2.27) состоит в том, что функция x(t) представляет-

ся суммой бесконечно большого числа бесконечно малых колебаний, которые

как угодно близки по частоте. Комплексная амплитуда C каждого отдельно-

го колебания бесконечно мала и равняется:

dC =
1

π
S(ω)dω. (2.29)

Частотный интервал между двумя соседними колебаниями также бесконечно

мал. Он равняется dω.

Величина S(ω) называется комплексным спектром непериодической

функции, а ее модуль Φ(ω) = |S(ω)| просто спектром. В этом случае ин-

тервалы между отдельными спектральными линиями неограниченно сокра-

щаются и спектр может быть представлен непрерывной линией, огибающей

семейства спектральных линий. Такого рода спектр называется сплошным

(непрерывным).

Так как из формулы (2.29) следует, что

S(ω) = π
dC

dω
,

то величина S(ω) выражает не непосредственно амплитуду, а так называе-

мую спектральную плотность. Поэтому такой спектр называется спектром

плотности колебаний или Фурье–спектром.

Построение Фурье–спектров для аттракторов конкретных динамических

систем вызывает некоторые трудности, так как часто неизвестна аналити-

ческая запись решения динамической системы, соответствующего тем или
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иным траекториям аттрактора. Кроме того, при построении спектра могут

возникнуть проблемы при вычислении интеграла Фурье на бесконечном про-

межутке. Поэтому поступают следующим образом. Численным методом на-

ходится какая–нибудь типичная траектория аттрактора. Далее построение

спектра аттрактора, независимо от того регулярный он или странный, про-

водится при помощи преобразования Фурье (2.28). Причем интегрирование

проводися на промежутке:

S(ω) =

t1
∫

t0

x(t)e−iωtdω, (2.30)

где t0 - длительность переходного процесса (то есть время за которое траекто-

рия, стартующая в начальный момент времени t = 0, выходит на аттрактор),

t1 – некоторый, разумно выбранный момент времени, в который мы пре-

кращаем интегрирование. Естественно, проинтегрировать (2.30) мы сможем

только численно, применив один их приближенных методов интегрирования.

Если траектория принадлежит предельному циклу или квазипериодическо-

му аттрактору, то можно применить сравнительно простой метод Симпсона.

Если же траектория принадлежит странному аттрактору или аттрактору,

который мы проверяем на "странность", то целесообразно применять более

громоздкий, но и значительно более точный метод Файлона [157].

Какие же Фурье–спектры мы получим для разных типов аттракторов?

Если аттрактор является предельным циклом, то спектральная плотность

имеет вид, качественно подобный приведенному на рис.2.8a. По оси абсцисс

отложена частота, а по оси ординат Sp = lg |S(ω)|. Спектр будет представ-

лять собой непрерывную линию с четкими локальными максимумами в точ-

ках ω = kω1. Логарифмическое масштабирование по оси ординат здесь при-

меняется с целью уменьшения размеров графика. При t1 → +∞ значения

максимумов могут несколько изменяться. Признаком оптимальности выбора

значения t1 будет прекращение изменения величин Sp с точностью до опре-

деленного числа знаков после десятичной точки.
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Рис. 2.8: Типичные распределения спектральной плотности для предельного цикла (а) и

хаотического аттрактора (б).

Если траектория принадлежит квазипериодическому аттрактору, то

внешний вид типичного Фурье–спектра, на первый взгляд, будет подобен

приведенному на рис.2.8a. То есть также будем иметь непрерывную линию с

четкими максимуми (пиками). Но по оси абсцисс эти пики будут не равно-

удаленными, а размещаться в точках, которые представляют собой линейную

комбинацию рационально несоизмеримых частот тора.

Наконец, если траектория принадлежит странному аттрактору, то имеет

место большое разнообразие в видах Фурье–спектра. Возможный вид спек-

тра странного аттрактора приведен на рис.2.8б. В отличие от регулярных ат-

тракторов, которые имеют дискретный спектр, спектр странного аттрактора

сплошной (непрерывный). Таким образом, наличие у аттрактора сплошно-

го Фурье–спектра может служить еще одним признаком того, что аттрактор

странный.

В заключение главы кратко познакомимся с понятием инвариантной ме-

ры аттрактора. Пусть мы имеем ансамбль идентичных динамических систем

вида (2.2), которые отличаются только начальными условиями, и пускай D –

некоторая ограниченная область фазового пространства. Этой области при-

пишем меру µ(D), которая равна относительному числу представителей ан-

самбля, состояния которых принадлежат области D. Объединение непере-

секающихся областей D1, ..., Dn будет иметь меру, равную сумме мер этих
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областей

µ(D1

⋃

D2

⋃

...
⋃

Dn) = µ(D1) + µ(D2) + ... + µ(Dn).

В силу динамики индивидуальных систем, которые составляют ан-

самбль, приписанная разным подмножествам фазового пространства мера

будет, вообще говоря, изменяться с течением времени. Предположим, что на-

чальное распределение изображающих точек специально подобрано так, что

мера любого измеримого подмножества, расположение которого в фазовом

пространстве фиксировано, все время остается неизменной. Соответствую-

щая мера называется инвариантной мерой для динамической системы, кото-

рая фигурирует в качестве индивидуального элемента ансамбля.

Если динамика системы регулярна и протекает в ограниченной обла-

сти фазового пространства, то инвариантная мера всегда существует (тео-

рема Крылова – Боголюбова) [62]. Более того, инвариантных мер может

быть много. Но среди всех инвариантных мер основной интерес представляет

естественная инвариантная мера или мера Крылова – Боголюбова. Предпо-

ложим, что начальная точка динамической системы принадлежит бассейну

притяжения некоторого интересующего нас аттрактора. Для произвольной

области D меру µ(D) определим в соответствии с соотношением:

µ(D) = lim
T→∞

τ(D,x0, T )

T
, (2.31)

где x0 – точка старта фазовой траектории, τ(D,x0, T ) – время нахождения

изображающей точки в области D при наблюдении за интервал времени T .

Если введенная таким образом мера оказывается одной и той же почти при

любом выборе начальной точки, то это и будет инвариантная мера.

Математические доказательства, которые относятся к общим свойствам

хаотических аттракторов, как правило, исходят из предположения о наличии

однозначно определенной естественной меры. Однако до настоящего времени

строго доказать существование естественной инвариантной меры для боль-

шинства полученных в прикладных задачах странных аттракторов не уда-
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ется. Тем не менее численно построенные инвариантные меры часто бывают

очень полезны при изучении хаотического поведения динамических систем.

Вкратце остановимся на практическом алгоритме построения природной

инвариантной меры аттрактора. Сперва мы численно строим какую-либо тра-

екторию, принадлежащую аттрактору, и запоминаем массив ее значений фа-

зовых координат. Далее строим интересующую нас проекцию фазового порт-

рета на экране компьютера, используя полученный массив фазовых точек.

При этом применяем технику кодирования изображения оттенками какого-

нибудь заранее определенного цвета, например, черного или красного [62].

Последовательно выводим на экран фазовые точки, причем при попадании

в определенный пиксель экрана нескольких точек пропорционально их коли-

честву увеличиваем цифровой код яркости данного пикселя. При достаточно

большом количестве точек в массиве координат фазовой траектории мы по-

лучим проекцию фазового портрета, одни части которой будут изображены

более ярко, чем другие. Яркие части фазового портрета соответствуют тем

областям, в которые изображающая точка попадает чаще, а более темные

– областям куда изображающая точка попадает реже. Таким образом, мы

практически получим проекции распределения естественной инвариантной

меры по фазовому портрету аттрактора. Такие распределения бывают очень

полезными при изучении сценариев перехода к хаосу.



Глава 3

Хаос в маятниковых системах

3.1 Введение

Маятниковые системы на протяжении столетий постоянно привлекают к се-

бе внимание исследователей в различных областях математики, механики и

физики. Эти системы являются классическим примером колебательных ди-

намических систем. В маятниковых системах были обнаружены такие фунда-

ментальные эффекты, как параметрический резонанс [150, 173, 214], высоко-

частотная стабилизация неустойчивых положений равновесия [12, 19, 32, 70,

100, 149] и множество других. Эти системы были своеобразным полигоном,

на котором проходили прикладную проверку многие абстрактные теорети-

ческие результаты, полученные в качественной теории динамических систем

[2, 10, 80].

Маятниковые системы чрезвычайно просты по своей физической при-

роде и легко позволяют проводить экспериментальную проверку различных,

теоретически обнаруженных, колебательных эффектов. Однако в большей

степени, интерес к исследованию различных аспектов динамического пове-

дения маятниковых систем объясняется тем, что многие эффекты и явле-

ния, впервые обнаруженные в маятниковых системах, впоследствии были

установлены и для систем значительно более сложной физической приро-

ды, таких как кольца, оболочки, пластины, различные среды в цилиндри-

ческих и сферических полостях. Более того, различные маятниковые систе-

74
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мы стали с успехом применяться для приближенного математического мо-

делирования динамики вышеперечисленных сложных колебательных систем

[9, 31, 51, 53, 55, 56, 65, 141, 145, 182, 192, 201, 203, 204, 206]. При этом

упрощаются, иногда достаточно существенно, получаемые дифференциаль-

ные уравнения движения, но остается достаточно точным описание динами-

ки этих сложных колебательных систем. Например, применение процедуры

Бубнова–Галеркина при описании колебаний свободной поверхности жидко-

сти в топливных баках позволяет исследование системы уравнений в частных

производных заменить исследованием более простой системы обыкновенных

дифференциальных уравнений. А знание особенностей динамики маятнико-

вых моделей позволяет предугадать динамику распределенных систем. Кро-

ме того, такой подход позволяет дорогостоящие натурные испытания заме-

нить простыми лабораторными экспериментами.

В последнее время значительно расширилась область применения маят-

никовых моделей для математического описания колебательных процессов.

Такие модели стали широко применяться при исследовании динамического

поведения систем самой разнообразной природы в биологии, медицине, эко-

номике и социологии [5].

Подавляющее большинство исследований динамики маятниковых си-

стем проводится без учета ограниченности мощности источника возбужде-

ния колебаний. При такой идеализации источника возбуждения предпола-

гается, что он имеет неограниченную мощность. Поэтому при математи-

ческом моделировании таких систем обратное влияние колебательной си-

стемы на функционирование источника возбуждения колебаний исключают

из рассмотрения, считая, что это влияние пренебрежимо мало. Такой под-

ход и широкое использование различных методов редукции позволяет по-

низить порядок динамических систем, применяемых для исследования ко-

лебаний маятников. Однако, во многих случаях, такая идеализация приво-

дит к значительным ошибкам в качественном и количественном описании

динамических режимов маятниковых систем. Так, устойчивые по Ляпуно-
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ву при теоретических расчетах режимы могут оказаться неустойчивыми при

проведении натурных экспериментов. Вместо ожидаемых периодических ре-

жимов в эксперименте обнаруживаются положения равновесия и наоборот

[37, 40, 44, 47, 54, 108, 179, 181, 186, 232].

Мировоззренческий переворот, которым явилось открытие детермини-

рованного хаоса в динамических системах, существенно расширил представ-

ление о возможных установившихся колебательных режимах в маятниковых

системах. Становится совершенно очевидной, во многих случаях, порочность

идеализации источников возбуждения и особенно применение различных ме-

тодов редукции. Качественно различные методы редукции предполагают за-

мену исследований динамики произвольной исходной системы на исследо-

вание динамики ряда подсистем, на которые каким-либо способом расщеп-

ляется исходная система. При этом уменьшается размерность фазовых про-

странств получаемых подсистем. Платой за такое упрощение исходной си-

стемы может служить полная потеря информации о возможных хаотических

аттракторах исходной системы. Это происходит во всех случаях, когда фа-

зовая размерность редуцированных подсистем меньше или равна двум. Если

минимальная фазовая размерность редуцированных подсистем равна трем,

мы можем обнаружить некоторые хаотические аттракторы, существующие

в исходной системе, но при этом возможна утрата информации о гиперхао-

тических аттракторах исходной системы. Напомним, что минимальная фа-

зовая размерность, при которой возможно существование гиперхаотического

аттрактора, равна четырем.

Фактически своеобразным редуцированием исходной маятниковой систе-

мы является пренебрежение взаимодействием между этой системой и каким-

либо источником возбуждения колебаний. При этом неважно, на каком ос-

новании, то ли неограниченностью мощности источника возбуждения, то ли

малостью коэффициентов взаимосвязи между маятником и источником воз-

буждения. Выплескивание такой "воды" (взаимосвязи между маятником и

источником) приводит к выплескиванию "ребенка" (полной потере инфор-
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мации о хаотических режимах взаимодействия). Поэтому совершенно ясно,

что открытие детерминированного хаоса заставляет отказаться от примене-

ния методов редукции при полноценном исследовании типов динамических

режимов различных колебательных систем.

3.2 Плоский физический маятник

3.2.1 Уравнения движения и устойчивость положений равновесия

Наиболее простым примером маятниковой системы является плоский фи-

зический маятник, точка подвеса которого возбуждается элетродвигателем

ограниченной мощности. Рассмотрим такую систему, схема которой представ-

лена на рис. 3.1

a

D

x

z

b
q

a

Ï

m

l

Рис. 3.1: Схема рассматриваемой системы.

Кривошипно-шатунный механизм через шатун b соединен с подвесом фи-

зического маятника. Когда кривошип a перемещается на угол Θ, ползун сов-

местно с подвесом получает перемещение вида u(t) = a[cos Θ + 0.25a1(1 +

cos 2Θ)], где a1 =
a

b
. Для описания колебаний маятника используем декарто-

ву систему координат Oxz. Тогда кинетическая энергия всей системы, считая

массу ползуна пренебрежимо малой, имеет вид [37, 49, 181, 199, 201]

T =
1

2
IΘ̇2 +

1

2
m[(u̇ + ẋ)2 + ż2], (3.1)

а потенциальная

V = mg(l − z), (3.2)



78

где I- момент инерции ротора электродвигателя; m- масса маятника; l- при-

веденная длина маятника. Обозначим через α угол отклонения маятника от

оси z, тогда x = l sin α, z = l cos α. Предположим, что
a

b
≪ 1. Разлагая, для

малых углов α, функции (3.1-3.2) в ряд Тейлора получим :

T ≃ 1

2
IΘ̇2 +

1

2
ml2

[

a2

l2
Θ̇2 sin2 Θ − 2

a

l
α̇Θ̇ sin Θ +

a

l
α̇α2Θ̇ sin Θ + α̇2

]

;

V ≃ mgl

(

α2

2
− α4

24

)

.

(3.3)

Далее, используя разложения (3.3), получим следующие уравнения движения

исходной системы (уравнения Лагранжа) [49, 114, 120, 176, 181]:

IΘ̈ = L(Θ̇) − H(Θ̇) + mla[α̈ − 1

2
(α̈α2 + 2α̇2α)−

−a

l
(Θ̈ sin Θ + Θ̇2 cos Θ)] sin Θ,

α̈ + ω2
0α + δα̇ − ω2

0

6
α3 +

a

l

α2

2
(Θ̈ sin Θ + Θ̇2 cos Θ) =

=
a

l
(Θ̈ sin Θ + Θ̇2 cos Θ).

(3.4)

Здесь L(Θ̇)- движущий момент возбудителя; H(Θ̇)- внутренний момент сил

сопротивления вращению ротора двигателя; ω0 = (
g

l
)

1

2 - собственная часто-

та маятника; δ- коэффициент демпфирования силы сопротивления среды, в

которой движется маятник.

Нелинейная система уравнений (3.4) является детерминированной и опи-

сывает процесс возбуждения колебаний маятника электродвигателем. Введем

малый параметр ε =
a

l
, то есть предположим, что длина кривошипа a намно-

го меньше длины l. Кроме того, предположим, что реализуются условия резо-

нансного взаимодействия возбудителя и маятника, когда скорость Θ̇ близка

к собственной частоте маятника ω0 :

Θ̇(t) = ω0 +
1

2
ε

2

3ω0ν. (3.5)

Следуя [49, 114, 181, 199, 201], нелинейные колебания маятника будем
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отыскивать в виде:

α(t) = ε1/3[y1(τ) cos Θ(t) + y2(τ) sin Θ(t)],

где τ =
ε2/3Θ(t)

2
— медленное время.

После проведения процедуры усреднения по быстрому времени Θ(t) (де-

тально описанной в [13, 37, 199, 201]) и использования дополнительного со-

отношения вида

α̇(t) = ε1/3Θ̇[−y1(τ) sin Θ + y2(τ) cos Θ]

для новых переменных y1(τ) и y2(τ) получим следующую систему уравнений:

dy1(τ)

dt
= −ε2/3

Θ̇

[

η

2
y1ω0Θ̇ +

ν

2
ω2

0y2 +
ω2

0

2 · 8(y2
1y2 + y2

2)

]

+ ε4/3{. . .};

dy2(τ)

dt
=

ε2/3

Θ̇

[

− η

2
y2ω0Θ̇ +

1

2
Θ̇ +

ν

2
ω2

0y1 +
ω2

0

16
(y3

1 + y1y
2
2)

]

+ ε4/3{. . .},

где η = δε−2/3ω−1
0 . Переходя к производным по медленному времени, получа-

ем:

dy1

dτ
= −ηy1 − νy2 −

1

8
(y2

1y2 + y3
2);

dy2

dτ
= −ηy2 + νy1 +

1

8
(y3

1 + y1y
2
2) + 1.

(3.6)

Для рассмотрения установившихся режимов взаимодействия между ма-

ятником и возбудителем в качестве L(Θ̇) используем статическую характери-

стику возбудителя [37, 47], причем считаем, что
L(Θ̇) − H(Θ̇)

I
=

2ε2/3

ω0
M(Θ̇).

Для описания вращения вала двигателя введем новую переменную Θ̇(t) =

Ω(τ), которая удовлетворяет согласно (3.4) следующему усредненному по

быстрому времени уравнению:

dΩ

dτ
= M(Ω) − µy2 + ε2/3{. . .}, (3.7)

где

µ =
ma2/3l4/3ω0

I
. (3.8)
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Аппроксимируем статическую характеристику двигателя линейной функци-

ей вида [37]: M(Ω) = N0 + EΩ, где N0 и E — постоянные, причем E < 0.

Такое представление статической характеристики описывает ее падаю-

щий участок, а параметр E определяет угол наклона этого участка. На ос-

новании принятой аппроксимации и соотношения (3.5) уравнение (3.7) пре-

образуем в уравнение относительно расстройки частот ν(τ)

dν

dτ
= F + Eν + Dy2. (3.9)

Здесь

D = −2ml2

I
; F =

2l2/3

a2/3
(
N0

ω0
+ E). (3.10)

Для удобства ещё примем обозначения ν = y3, η = −C. Заметим, что C ≤ 0,

так как ε > 0, ω0 > 0, a δ ≥ 0. Таким образом, процесс взаимодействия

колебаний маятника и вращения вала двигателя описывается системой трех

нелинейных уравнений [49, 114, 120, 176, 181]:

dy1

dτ
= Cy1 − y2y3 −

1

8
(y2

1y2 + y3
2),

dy2

dτ
= Cy2 + y1y3 +

1

8
(y3

1 + y1y
2
2) + 1,

dy3

dτ
= Dy2 + Ey3 + F.

(3.11)

Система уравнений (3.11) явно содержит четыре управляющих парамет-

ра (C, D, E, F ), при изменении которых в ней реализуется тот или иной дина-

мический режим. Заметим, что один из этих параметров (E) непосредственно

задается углом наклона характеристики двигателя, второй (C) – пропорци-

онален сопротивлению среды, а остальные два определяются по формулам

(3.10). Как видно из этих формул, параметры D, F зависят от длины и массы

маятника, его собственной частоты, коэффициента демпфирования, линей-

ных размеров кривошипно-шатунного механизма, момента инерции ротора и

также от параметров статической характеристики электродвигателя. То есть

фактически данные параметры являются мультипараметрами динамической

системы (3.11).
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Обозначим через V f векторное поле, порождаемое правой частью си-

стемы (3.11). Тогда дивергенция этой системы может быть определена по

формуле

div V f =
∂ẏ1

∂y1
+

∂ẏ2

∂y2
+

∂ẏ3

∂y3
= 2C + E. (3.12)

Следовательно, дивергенция системы постоянна и отрицательна, так как

C < 0 и E < 0. Поэтому система (3.11) является диссипативной, вследствие

чего все аттракторы этой системы, как регулярные, так и хаотические, явля-

ются подмножествами нулевого фазового объема, расположенными в ограни-

ченной области фазового пространства.

Исследование системы (3.11) начнем с получения условий асимптоти-

ческой устойчивости ее положений равновесия. Все положения равновесия

системы (3.11) являются решениями следующей системы уравнений:

Cy1 − y2y3 −
1

8
(y2

1y2 + y3
2) = 0,

Cy2 + y1y3 +
1

8
(y3

1 + y1y
2
2) + 1 = 0,

Dy2 + Ey3 + F = 0.

(3.13)

В общем случае эти решения могут быть найдены только численно.

Предположим, что y1 = y10, y2 = y20, y3 = y30 – одно из решений системы

(3.13). Тогда соответствующая система уравнений в вариациях имеет вид

˙̃y1 = (C − 1

4
y10y20)ỹ1 − (

3

8
y2

20 + y30 +
1

8
y2

10)ỹ2 − y20ỹ3,

˙̃y2 = (
3

8
y2

10 + y30 +
1

8
y2

20)ỹ1 + (C +
1

4
y10y20)ỹ2 + y10ỹ3,

˙̃y3 = Dỹ2 + Eỹ3.

(3.14)

Применяя критерий Гурвица, получим следующие достаточные условия

асимптотической устойчивости положений равновесия системы (3.11) [114,

120]:

2C + E < 0, (3.15)

C2 − 1

16
y2

10y
2
20 +2C − y10D +(

3

8
y2

20 + y30 +
1

8
y2

10)(
3

8
y2

10 + y30 +
1

8
y2

20) > 0, (3.16)
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[(
3

8
y2

20 + y30 +
1

8
y2

10)(
3

8
y2

10 + y30 +
1

8
y2

20) −
1

16
y2

10y
2
20 + C2]E−

−[(C − 1

4
y10y20)y10 − (

3

8
y2

20 + y30 +
1

8
y2

10)y20]D < 0,

(3.17)

(2C + E)[C2 − 1

16
y2

10y
2
20 + 2C − y10D+

+(
3

8
y2

20 + y30 +
1

8
y2

10)(
3

8
y2

10 + y30 +
1

8
y2

20)]+

+[
1

16
y2

10y
2
20 − (

3

8
y2

20 + y30 +
1

8
y2

10)(
3

8
y2

10 + y30 +
1

8
y2

20) − C2]E+

+[(C − 1

4
y10y20)y10 − (

3

8
y2

20 + y30 +
1

8
y2

10)y20]D < 0.

(3.18)

Заметим, что условие устойчивости (3.15) всегда выполняется в силу дисси-

пативности системы (3.11).

Полученные условия очень громоздкие, однако они позволяют, создавая

соответствующие компьютерные программы, проследить влияние парамет-

ров системы (3.11) на устойчивость положений равновесия. Так как основной

целью работы является обнаружение хаотических установившихся режимов

системы (3.11), не будем останавливаться на детальном изучении устойчиво-

сти положений равновесия.

3.2.2 Исследование хаотических режимов

Перейдем к исследованию установившихся решений системы уравнений

(3.11). Эта система является полностью детерминированной, нелинейной си-

стемой дифференциальных уравнений с трехмерным фазовым простран-

ством. Поэтому существует теоретическая возможность возникновения в си-

стеме (3.11) хаотических аттракторов [5, 62, 74]. Изучим влияние параметров

этой системы на возникновение, развитие и исчезновение в ней детермини-

рованного хаоса. При этом при доказательстве существования хаотических

режимов у системы (3.11) применим комплексный подход. Он будет состоять

в том, что для подтверждения факта хаотичности (регулярности) того или

иного аттрактора системы мы детально изучим целый ряд количественных и
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качественных характеристик аттрактора, а не ограничимся одной, двумя ха-

рактеристиками. Далее в этой главе будут подробно анализироваться такие

характеристики аттракторов системы (3.11), как фазовые портреты, сечения

и отображения Пуанкаре, распределения естественной инвариантной меры и

спектральной плотности, спектры ляпуновских характеристических показа-

телей (ЛХП) и фазопараметрические характеристики.

Так как данная система является нелинейной, то для построения ее ре-

шений приходится использовать численные методы. Остановимся на методи-

ке применения различных численных методов и алгоритмов для построения

различных характеристик системы (3.11). Заметим, что эта методика приме-

няется и в других главах. Итак, для построения фазовых портретов систе-

мы применяется метод Рунге–Кутты четвертого или пятого порядка с пере-

менным шагом численного интегрирования, причем для расчета длины пе-

ременного шага используется корректирующая процедура Дормана–Принса

[148, 101]. Такой метод позволяет обеспечить достаточно высокую точность

проводимых вычислений. Так, локальная погрешность этого метода может

достигать величин порядка О(10−12)–О(10−15). Вышеупомянутый метод яв-

ляется основой далее описанных методов построения других характеристик

системы (3.11).

Для построения сечений и отображений Пуанкаре используется, описан-

ный в п.2.4, метод Эно [5, 167], который применяется также для построения

фазопараметрических характеристик системы (бифуркационных деревьев).

Расчет спектра ЛХП проводится при помощи алгоритма Бенеттина и др.

[137, 138, 139], особенности применения которого для систем дифференциаль-

ных уравнений описаны в п.2.3. При построении распределений спектральной

плотности (Фурье–спектров) используется метод Файлона [157]. Наконец, при

получении распределений естественных инвариантных мер применяется тех-

ника кодировки оттенками черного цвета [62], описание которой приведено в

п.2.6.

Для компьютерной реализации перечисленных выше методов и алгорит-
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мов разработана соответствующая методика и создан пакет прикладных про-

грамм, записанных на языке программирования FORTRAN. Данный пакет

пригоден для реализации на любом современном персональном компьюте-

ре. Необходимым условием является установка на компьютере программного

обеспечения Fortran Power Station (разработка Microsoft Developer Studio).

Никаких особых требований к объему оперативной памяти компьютера не

предъявляется. Достаточным является объем оперативной памяти в 256 кб.

С целью обеспечения достаточной скорости проведения компьютерных вы-

числений, тактовая частота процессора компьютера должна быть не менее

1 ГГц. Разработанный программный пакет достаточно прост и удобен для

применения и не требует от пользователя высокого уровня компьютерной

грамотности.

При проведении численных расчетов полагалось, что параметры систе-

мы равны: C = −0.1 , D = −0.5, a исходные начальные условия имеют вид

y1(0) = y2(0) = y3(0) = 0.

Заметим, что с целью исключения влияния нетипичных фазовых траекторий

при расчетах проводилась вариация исходных начальных условий в некото-

рой окрестности нуля (см. п. 2.3), хотя детальное построение бассейнов при-

тяжения аттракторов системы при этом не проводилось. Параметры E, F

рассматривались как бифуркационные и были переменными при расчетах.

Первоначально предположим, что E = −0.61, а F изменяется на сег-

менте −0.31 ≤ F ≤ 0.28. На рис. 3.2 а–б приведены зависимости старшего,

отличного от нуля, ляпуновского характеристического показателя системы

(3.11) от значений параметра F [120]. Как уже упоминалось ранее в главе

2, наличие в спектре ЛХП положительного показателя является основным

практическим критерием существования у системы хаотического аттракто-

ра. Как видно из рис. 3.2 а–б, существует несколько интервалов изменения

F , в которых система (3.11) имеет положительный ляпуновский показатель.

Следовательно, в этих интервалах у данной системы существуют хаотические
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Рис. 3.2: Зависимость старшего ляпуновского характеристического показателя от F (a)–(б)

и фазопараметрические характеристики системы (в)– (г).

аттракторы.

На рис. 3.2 в.–г. приведены фазопараметрические характеристики си-

стемы (так называемые бифуркационные деревья), построенные при тех же

границах изменения параметра F [120]. Эти характеристики построены отно-

сительно координаты y1. Фазопараметрические характеристики относитель-

но других координат системы качественно подобны приведенной на рис. 3.2.

Интервалам изменения параметра F , в которых расположены отдельные вет-

ви "кроны" бифуркационного дерева, соответствуют периодические режимы
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установившихся колебаний системы (3.11), а интервалам, в которых "кро-

на" изображается насыщенно черным цветом, из-за слияния десятков тысяч

отдельных ветвей, соответствуют хаотические режимы. При внимательном

рассмотрении этого рисунка видны точки бифуркации как регулярных режи-

мов, так и точки бифуркации, при прохождении которых происходит смена

регулярного периодического режима на нерегулярный, хаотический.

Рассмотрим эти качественные изменения типов режимов установивших-

ся колебаний более детально [120]. При F = 0.28 в системе (3.11) существует

предельный цикл, довольно простой, 1–тактовой структуры. При F = 0.2576

данный цикл теряет устойчивость и в системе происходит первая бифурка-

ция удвоения периода. В результате этой бифуркации возникает устойчивый

2–тактный предельный цикл, период которого в два раза больше периода

предыдущего цикла. Затем при F = 0.1912 в системе происходит вторая

бифуркация удвоения периода, в результате которой теряет устойчивость 2–

тактный предельный цикл и возникает устойчивый 4–тактный предельный

цикл, чей период в два раза больше периода предыдущего цикла. Третья

и четвертая бифуркации удвоения периода происходят, соответственно, при

F = 0.173 и F = 0.1692, в результате чего возникают 8 и 16–тактные циклы.

Этот бесконечный каскад бифуркаций удвоения периода приводит к возник-

новению в системе хаотического аттрактора при F = 0.1674. На рис. 3.3

показан исходный предельный цикл и три первых бифуркации удвоения пе-

риода, а на рис. 3.4 четвертая бифуркация удвоения и хаотический аттрактор.

Возникший хаотический аттрактор имеет спиральную структуру.

На приведенных рисунках четко видны удвоения тактности предельных

циклов. Отметим, что фазовые портреты предельных циклов, соответствую-

щих большим по порядковому номеру бифуркациям удвоения, и хаотического

аттрактора внешне будут очень похожими друг на друга. Однако между ними

есть целый ряд существенных отличий, одно из которых состоит в следую-

щем. Изображающая точка траектории цикла всегда возвращается в любую,

как угодно малую, окрестность цикла через время, строго равное периоду
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Рис. 3.3: Предельный цикл и первые три бифуркации удвоения периода при F = 0.258 (a),

F = 0.192(б), F = 0.174(в) и F = 0.171(г).
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Рис. 3.4: Четвертая бифуркация предельного цикла и хаотический аттрактор при F =

0.169 (a) и F = 0.1665(б).

цикла. Для хаотического аттрактора возвращаемость изображающей точки

траектории в любую малую окрестность аттрактора всегда имеет место в

силу устойчивости по Пуассону, однако длительность интервалов времени

такого возвращения – непредсказуема. Моменты времени, в которые проис-

ходят такие возвращения, образуют некую хаотическую последовательность.

У хаотического аттрактора изображающая точка, принадлежащей ему тра-

ектории, совершает хаотические блуждания по бесконечному числу витков

спирали аттрактора с непредсказуемыми нарушениями порядка попадания в

малую окрестность того или иного витка. На других качественных отличиях

регулярных режимов от хаотических остановимся в дальнейшем.

На рис. 3.5 показаны временные реализации (зависимости фазовой ко-

ординаты от времени) по координате y1 для некоторых из бифуркаций пре-

дельных циклов и самого хаотического аттрактора. Четко прослеживаются

удвоения периода исходного предельного цикла. Что касается временной реа-
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лизации хаотического аттрактора, то для более информативного представле-

ния о его структуре и отличиях от предельных циклов, необходимо рассмат-

ривать эти реализации на больших интервалах времени, что зачастую вызы-

вает трудности. Поэтому, как правило, временные реализации хаотических

аттракторов рассматриваются реже, чем иные его геометрические образы.

Далее остановимся на анализе сечений Пуанкаре найденных аттракто-

ров системы (3.11). На рис. 3.6 приведены, построенные при помощи метода

Эно, сечения Пуанкаре плоскостью y3 = 0 первых трех бифуркаций удво-

ения предельного цикла и самого хаотического аттрактора. Как видно из

рис. 3.6, данные сечения циклов состоят из конечного числа точек. А именно,

одной точки (для 1–тактного цикла), двух точек (для 2–тактного цикла) и

четырех точек (для 4–тактного цикла). Эти точки повторяются через время,

строго равное периоду соответствующего цикла. В отличие от регулярных

аттракторов сечение Пуанкаре хаотического аттрактора (рис. 3.6.г) имеет

более сложную структуру. Оно представляет собой некоторое хаотическое

точечное множество, число точек которого все время растет с возрастанием

времени численного интегрирования. Эти точки, в силу теоремы существова-

ния и единственности, никогда не совпадают друг с другом. В данном случае

это хаотическое точечное множество локализуется вдоль нескольких обла-

стей близких по форме к линиям. Такой вид сечения Пуанкаре иногда назы-

вают "квазиленточным"[5]. Заметим, что предсказать порядок размещения

точек вдоль "лент", образующих сечение невозможно, однако наперед из-

вестно, что располагаться они могут только вдоль этих лент. Таким образом,

главное отличие в сечениях Пуанкаре регулярных и хаотических аттракторов

состоит в том, что они "конечны и предсказуемы"для регулярных аттракто-

ров и вообще-то "бесконечны и непредсказуемы"для хаотических аттракто-

ров [49, 114, 120, 176, 181]. Следует подчеркнуть, что, как мы увидим далее,

существуют значительно более сложные, чем квазиленточные, структуры се-

чений Пуанкаре хаотических аттракторов.

Остановимся на построении ещё нескольких характеристик обнаружен-
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Рис. 3.5: Временные реализации предельного цикла и первых двух бифуркаций удвоения

периода при F = 0.258 (a), F = 0.192(б), F = 0.171(в) и временная реализация хаотиче-

ского аттрактора приF = 0.1665(г).
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Рис. 3.6: Сечения Пуанкаре плоскостью y3 = 0 предельных циклов при F = 0.258 (a),

F = 0.192(б), F = 0.171(в) и хаотического аттрактора при F = 0.1665(г).
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Рис. 3.7: Отображение Пуанкаре (a) и распределение спектральной плотности (б) хаоти-

ческого аттрактора при F = 0.1665.

ного хаотического аттрактора. Так, на рис. 3.7а–б приведены, соответствен-

но, отображение Пуанкаре и распределение спектральной плотности (Фурье–

спектр) для хаотического аттрактора, построенные при значении F = 0.1665.

Как и следовало ожидать, исходя из вида сечения Пуанкаре хаотического ат-

трактора, его отображение Пуанкаре очень близко к линии на плоскости. Это

означает, что исходная система дифференциальных уравнений может быть

приближенно сведена к одному дискретному отображению вида

yn+1 = f(yn),

исследование динамики которого будет более простым, чем исследование ди-

намики системы. Сам вид отображения Пуанкаре отдаленно напоминает па-

раболу, которая возникает при исследовании хаоса в одномерных отображе-

ниях.

На рис. 3.7б по осям координат отложены, соответственно, частота w и

логарифм модуля комплексной амплитуды обратного преобразования Фурье

по одной из временных реализаций фазовых переменных. Как видно из это-
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го рисунка, Фурье–спектр данного аттрактора непрерывный, что является

еще одним доказательством его хаотичности. Однако в спектре хорошо вид-

ны отдельные пики, свидетельствующие о гармониках предельных циклов,

участвовавших в образовании аттрактора.

Таким образом, совершенно ясно, что переход от регулярного режима

к хаотическому происходит в строгом соответствии со сценарием Фейгенба-

ума [5, 62, 74, 151, 152, 153], то есть через бесконечный каскад бифуркаций

удвоения периода предельных циклов. Доказательством реализации выше-

упомянутого сценария служат также и рис. 3.2б, г. Так при рассмотрении

правой части рис. 3.2б хорошо видны точки подхода графика к оси абсцисс

из отрицательной области значений λ. Эти точки подхода к оси абсцисс и со-

ответствуют последовательным бифуркациям удвоения периода. При постро-

ении фрагмента графика, соответствующему интервалу каскада бифуркаций

удвоения в более крупном масштабе, удается с высокой точностью определить

численные значения точек бифуркаций и пороговое значение параметра, при

котором возникает хаотический аттрактор. Достаточно отчетливо виден тип

перехода к хаосу и на фазопараметрической характеристике (правая часть

рис. 3.2г). Хорошо просматриваются точки в которых, при изменении пара-

метра F , происходит вилкообразное расщепление ветвей бифуркационного

дерева. Эти точки соответствуют бифуркациям удвоения периода циклов.

На рисунке также хорошо просматривается граница хаоса, которому отве-

чает очень темный участок кроны бифуркационного дерева. Отметим, что

начальные участки бифуркаций удвоения не попали на рисунок, так как вви-

ду его сложности некоторые, сравнительно простые, части бифуркационного

дерева на рисунке не приведены.

Возникший хаотический аттрактор существует в системе (3.11) при из-

менении значений F в пределах 0.11349 ≤ F ≤ 0.1673. По мере уменьшения

значений F хаос становится более развитым, в смысле того, что траектории

начинают заполнять "дыры" фазового портрета. Этот процесс развития ха-

оса показан на рис. 3.8а–г. Фазовый портрет аттрактора, приведенного на
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рис. 3.8б имеет только одну большую "дыру" в своей структуре. Измене-

ние отображений Пуанкаре по мере уменьшения значений F иллюстрируется

рис. 3.8в–г. В обоих случаях полученное отображение может быть достаточ-

но точно аппроксимировано при помощи некоторых парабол. Отображение,

приведенное на рис. 3.8г, вообще имеет вид квадратичного одномерного отоб-

ражения с локальным максимумом, что является доказательством того, что

система (3.11) имеет установившийся хаотический режим колебаний [5, 62].

При уменьшении F изменения претерпевает и Фурье–спектр хаотиче-

ских аттракторов. Так, на рис. 3.9а–б показаны Фурье–спектры аттракторов,

построенные при значениях F = 0.164 и F = 0.115. Как видно из рисунков,

оба спектра являются непрерывными, что свидетельствует о хаотичности рас-

сматриваемых аттракторов. Обратим внимание на то, что в Фурье–спектре

аттрактора, соответствующего значению F = 0.115 , практически разруши-

лись отдельные пики и он имеет вид, напоминающий спектр, характерный

для шумовых хаотических сигналов, изучаемых в радиофизике. Объяснение

этому факту будет дано чуть ниже.

При дальнейшем уменьшении значения F хаотический аттрактор исче-

зает и в системе возникает предельный цикл. Фазовый портрет и сечение Пу-

анкаре, плоскостью y3 = 0, характерные для циклов такого типа, приведены

на рис. 3.9в–г, в то время как временная реализация по фазовой перемен-

ной y1 и распределение спектральной плотности приведены на рис. 3.10а–б.

Все характеристики этого предельного цикла являются типичными для ре-

гулярных аттракторов. Сечение Пуанкаре этого цикла состоит из трех точек,

которые повторяются в строго определенном порядке через время, равное пе-

риоду цикла. Следовательно, этот цикл является 3–тактным. Заметим, что

все раннее построенные циклы имели четную тактность. Фурье–спектр цик-

ла является дискретным с четко видными пиками на частотах, соответству-

ющих основным гармоникам цикла. Его временная реализация – периодиче-

ская функция.

Проанализируем сценарий перехода "цикл–хаос" с левой стороны рас-
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Рис. 3.8: Фазовые портреты (a)–(б) и отображения Пуанкаре (в)–(г) хаотических аттрак-

торов, соответственно, при F = 0.164 и F = 0.115.
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Рис. 3.9: Фурье–спектры хаотических аттракторов при F = 0.164 (a) и при F = 0.115(б);

фазовый портрет (в) и сечение Пуанкаре (г) предельного цикла при F = 0.1134.
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Рис. 3.10: Временная реализация (a) и распределение спектральной плотности (б) пре-

дельного цикла при F = 0.1134; временные реализации хаотического аттрактора (в)– (г)

при F = 0.11349.
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сматриваемого интервала существования хаотических аттракторов. С левой

стороны такой переход происходит через перемежаемость. Когда мы прибли-

жаемся слева к точке бифуркации, которая происходит при F ≈ 0.11348, к

существующему в системе устойчивому предельному циклу, типа изображен-

ного на рис. 3.10а, начинает приближаться неустойчивый. В точке бифур-

кации они сливаются и исчезают. При дальнейшем, как угодно малом, уве-

личении F происходит так называемая касательная бифуркация. У системы

(3.11) вообще не остается устойчивых установившихся режимов в этой части

фазового пространства. Поэтому близкие траектории начинают разбегаться и

покидать область, в которой находился устойчивый предельный цикл. В этой

области не существует никаких иных аттракторов системы. Однако, так как

нелинейная система (3.11) является устойчивой по Лагранжу и Пуассону [62]

и не имеет устойчивых предельных множеств, в окрестности исчезнувшего

предельного цикла, происходит процесс реинжекции траекторий, в резуль-

тате которого они снова возвращаются в область исчезнувшего цикла. Этот

процесс, бесконечно повторяясь, приводит к образованию сложного, неустой-

чивого по Ляпунову (но устойчивого по Лагранжу и по Пуассону) предель-

ного множества – хаотического аттрактора типа приведенного на рис. 3.8б.

Движение траекторий данного хаотического аттрактора можно разбить на

две стадии (фазы): ламинарную, которой соответствуют близкие к периоди-

ческим движения траекторий в малой окрестности исчезнувшего предельного

цикла, и турбулентную, которой соответствуют уходы траекторий в более да-

лекие области фазового пространства. Таким образом, движение траекторий

на возникшем аттракторе состоит из двух "перемежающихся" фаз. Причем,

моменты времени перехода от ламинарной фазы к турбулентной непредска-

зуемы. Они образуют хаотическую временную последовательность. Такой пе-

реход от регулярного режима к хаотическому Помо и Манневилль назвали

перемежаемостью первого типа [140, 190, 191, 211].

У рассматриваемого хаотического аттрактора (рис. 3.8б) ламинарная фа-

за состоит из близких к периодическим движений в окрестности исчезнувше-
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го предельного цикла (рис. 3.9в). Турбулентная фаза (турбулентные всплес-

ки) представляет собой непредсказуемые наперед блуждания траекторий по

виткам спиралей, находящихся внутри фазового объема, который занимал

исчезнувший предельный цикл.

На рис. 3.10в–г приведены фрагменты временной реализации хаотиче-

ского аттрактора по фазовой переменной y1. Сравним их с аналогичной вре-

менной реализацией предельного цикла рис. 3.10а. При внимательном изуче-

нии рис. 3.10а можно заметить, что на графике приведенной на этом рисунке

периодической функции последовательно через равные промежутки времени

повторяются четыре локальных максимума. Длительность промежутков по-

вторения совпадает с периодом функции. В свою очередь, при рассмотрении

рис. 3.10в–г сразу бросаются в глаза нарушения упорядоченности в повто-

рении максимумов. Так на рис. 3.10в, если смотреть слева направо, снача-

ла наблюдаются три последовательных повторения указанных максимумов.

Однако при внимательном взгляде на рисунок видны отличия в величине

этих максимумов, по сравнению с рис. 3.10а. В правой части рис. 3.10в гра-

фик функции y1(τ) уже заметно отличается от графика, приведенного на

рис. 3.10а. Такую же качественную структуру имеет график, приведенный

на рис. 3.10г. Здесь наблюдаются как фрагменты очень похожие на график

с рис. 3.10а, так и интервалы, на которых эти графики имеют заметные от-

личия. Интервалы времени на рис. 3.10в.–г, в которых наблюдаются только

небольшие отличия в величине максимумов, при сохранении их определен-

ной упорядоченности, отвечают ламинарным фазам движения траекторий

аттрактора. В свою очередь, интервалы заметных нарушений в порядке че-

редования максимумов соответствуют турбулентным всплескам хаотического

аттрактора. К сожалению, для более детального выяснения отличий необхо-

димо рассматривать временные реализации на достаточно больших проме-

жутках времени, что приводит к "замазыванию" графиков на рисунках.

Теперь остановимся еще на одной очень важной характеристике хаоти-

ческого аттрактора – распределению естественной инвариантной меры по
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его фазовому портрету. Это распределение характеризует вероятность по-

падания изображающей точки траектории хаотического аттрактора в задан-

ную область фазового пространства. К сожалению, до сих пор не существует

строгого доказательства существования такой меры для произвольного ха-

отического аттрактора [7, 62]. Однако на практике пользуются следующим,

достаточно эффективным, приемом для приближенного построения распре-

деления инвариантной меры по фазовому портрету хаотического аттракто-

ра [62]. Напомним, что исследуемая система интегрируется численно, а при

выведении результатов интегрирования на экран компьютера применяется

следующий прием. При попадании изображающей точки аттрактора в какой

либо пиксель экрана этому пикселю присваевается определенный цветовой

код и числовой код единица. Если при дальнейшем численном интегрирова-

нии изображающая точка снова попадает в этот же пиксель, числовой код

увеличивается на единицу. Заметим, что попадание точек в один и тот же

пиксель вовсе не означает совпадение их координат, а лишь свидетельствует,

что их координаты как угодно близки друг с другом. То есть разные фазовые

точки хаотического аттрактора не совпадают одна с другой, что невозможно

в силу теоремы существования и единственности, а лишь так близки между

собой, что их близость превосходит разрешающую способность экрана ком-

пьютера. Далее при повторных попаданиях точки в определенный пиксель

экрана числовой код каждый раз увеличивается на единицу. Чем больше чис-

ловой код, тем с большей яркостью точка высвечивается на экране. Таким

образом, те части хаотического аттрактора, где траектория находится боль-

шую часть времени, ярче изображаются на экране компьютера. Разумеется,

такой же эффект будет наблюдаться и при распечатке результатов числен-

ного интегрирования на принтере. Получаемые изображения принимают за

приближенное представление распределения естественной инвариантной ме-

ры по фазовому портрету аттрактора.

На рис. 3.11 приведено, выполненное в технике кодировки оттенками

черного цвета, распределение естественной инвариантной меры по фазовому
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портрету хаотического аттрактора при F = 0.11349. Более темные области

соответствуют тем участкам фазового портрета, в которых траектории про-

водят большую часть времени. Эти, более темные, участки фазового портрета

находятся в окрестности исчезнувшего цикла. Они соответствуют ламинар-

ным фазам движения по аттрактору. Более светлые участки соответствуют

турбулентным всплескам траекторий, которые здесь совершаются вовнутрь

области фазового объема аттрактора. Данный рисунок указывает на то, что

длительность ламинарных фаз превышает длительность турбулентных, что

хорошо согласуется с известными теоретическими представлениями хаотиче-

ской динамики [5, 62]. Кроме того, этот рисунок служит еще одним дока-

зательством перехода к хаосу через перемежаемость по Помо–Манневиллю

[120].

Внимательное изучение рис. 3.2б позволяет обнаружить еще одну инте-

ресную закономерность в поведении системы (3.11) в интервале изменения па-

раметра F ∈ (0.114, 0.167), в котором у нее существуют хаотические аттрак-

торы. С этой целью на рис. 3.12а приведен увеличенный фрагмент рис. 3.2б.

На рисунке хорошо видны очень узкие интервалы, на которых наблюдаются

провалы графика зависимости ляпуновского характеристического показате-

ля в область отрицательных значений. Эти провалы соответствуют интерва-

лам изменения F , в которых хаотический аттрактор исчезает, и в системе

(3.11) возникает регулярный установившийся режим в виде устойчивого пре-

дельного цикла. Такие небольшие интервалы периодических режимов в хао-

тических областях изменения параметра называются окнами периодичности.

На рис. 3.12б приведен фазовый портрет такого цикла из окна периодич-

ности при F = 0.1425. Интересно, что построенный цикл является 5-тактным.

Соответственно его сечение Пуанкаре состоит из пяти точек. Циклы с такой

тактностью еще не встречались при изучении системы (3.11). При "выходе"

из этого окна периодичности через его правую границу, т.е. при увеличении

F возникает хаотический аттрактор. Распределение инвариантной меры по
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Рис. 3.11: Распределение естественной инвариантной меры по фазовому портрету хаоти-

ческого аттрактора при F = 0.11349.

фазовому портрету хаотического аттрактора, существующего в системе при

значении F = 0.14275, построенное в технике кодирования оттенками чер-

ного цвета, приведено на рис. 3.13. Это значение F находится сразу же за

правой границей окна периодичности. Аттрактор представляет собой разви-

тый хаос, уже исследованный нами. Однако внимательное изучение рисунка

показывает, что затемненные участки распределения инвариантной меры за-

нимают достаточно узкие области в окрестности пяти витков исчезнувшего

пятитактного цикла. Практически на рис. 3.13 отчетливо прорисовывается
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Рис. 3.12: Увеличенный фрагмент зависимости ляпуновского характеристического пока-

зателя (a) и предельный цикл в окне периодичности в хаосе при F = 0.1425

(б).

исчезнувший пятитакный цикл. Следовательно, переход к хаосу при "выхо-

де"параметра через правую границу окна периодичности происходит через

перемежаемость по Помо–Манневиллю.

Интересные закономерности наблюдаются и при выходе из окна перио-

дичности через его левую границу. Не приводя подробного иллюстративного

материала, отметим, что проведенные исследования показали, что при вы-

ходе через левую границу рассматриваемого окна периодичности в системе

(3.11) наблюдается каскад бифуркаций удвоения периода. Этот каскад за-

вершается возникновением хаотического аттрактора. Заметим, что при на-

хождении последовательных бифуркаций удвоения приходится при расчетах

брать очень большое число знаков после десятичной точки в значении пара-

метра F . Распределение инвариантной меры по фазовому портрету, возни-

кающего в системе при выходе из окна периодичности через левую границу,
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Рис. 3.13: Распределение естественной инвариантной меры по фазовому портрету хаоти-

ческого аттрактора при F = 0.14275.
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хаотического аттрактора приведено на рис. 3.14. Этот аттрактор построен

при F = 0.1405. Значение F находится сразу же за левой границей окна

периодичности. Распределение инвариантной меры здесь достаточно равно-

мерно по фазовому портрету хаотического аттрактора. Далее, как видно из

рис. 3.14, этот хаотический аттрактор локализуется в заметно меньшей об-

ласти фазового пространства, чем большинство ранее рассмотренных. Это

объясняется тем, что значение параметра F взято очень близко у порога воз-

никновения хаоса. При удалении от этого порога, то есть при уменьшении F ,

траектории начинают быстро заполнять "дыры" фазового портрета и хаос

приобретает развитую структуру.

Таким образом, переход от регулярного режима к хаотическому осу-

ществляется по сценарию Фейгенбаума, при выходе через левую границу

окна периодичности, и через перемежаемость по Помо–Манневиллю при вы-

ходе через правую границу окна. Налицо повторение на малом интервале

изменения F тех закономерностей в возникновении и развитии хаоса, что

наблюдались на "большом" интервале 0.11349 ≤ F ≤ 0.1673.

Теперь вкратце рассмотрим ситуацию с возникновением хаотических ат-

тракторов при отрицательных значениях F . Из рис. 3.2а видно, что суще-

ствует три "больших" интервала изменения F , в которых старший ляпунов-

ский характеристический показатель системы (3.11) принимает положитель-

ное значения. Следовательно, система имеет в этих интервалах хаотические

аттракторы. Внимательное изучение рис. 3.2а дает возможность не только

установить наличие хаоса, но и указывает, в некоторых случаях, на сценарий

перехода к хаосу. Так, повторяющиеся подходы графика ляпуновского харак-

теристического показателя к нулевой линии со стороны отрицательных зна-

чений, наблюдающиеся в правой окрестности точек F ≈ −0.12 и F ≈ −0.19,

а также в левой окрестности точки F ≈ −0.28 указывает на то, что име-

ет место переход к хаосу по сценарию Фейгенбаума. Несколько менее явно

каскад бифуркаций удвоения виден из фазопараметрической характеристи-

ки рис. 3.2в, хотя в правой части рисунка данные бифуркации достаточно
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Рис. 3.14: Распределение естественной инвариантной меры по фазовому портрету хаоти-

ческого аттрактора при F = 0.1405.

заметны. Увеличение масштаба отдельных фрагментов бифуркационного де-

рева сделает отчетливо заметными бифуркации удвоения и в других частях

рис. 3.2в.

Более детально остановимся на типах хаотических аттракторов и сце-

нариях перехода "порядок–хаос" при отрицательных значениях F . Как мы

только что установили, в правой полуокрестности точки F = −0.12 в систе-

ме существуют устойчивые предельные циклы. Со значения F = −0.124 в

системе (3.11) начинается каскад бифуркаций удвоения периодов циклов. На
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рис. 3.15а–в приведены первые три бифуркации этого бесконечного каскада

[114]. Данный процесс заканчивается в точке F ≈ −0.1266 возникновением

хаотического аттрактора. Фазовый портрет аттрактора такого типа приведен

на рис. 3.15г [114]. Этот аттрактор несколько отличается внешне и количе-

ственно от раннее рассмотренных хаотических аттракторов системы, которые

возникали в результате бесконечного каскада бифуркаций удвоения. Однако

качественно структура последнего аттрактора подобна ранее рассмотренным

и характеризуется наличием нескольких "дыр" на фазовом портрете. Траек-

тории аттрактора совершают движения вдоль витков его спиралей с непред-

сказуемым наперед порядком перехода с одной спирали на другую. Таким

образом, переход к хаосу здесь осуществляется в соответствии со сценарием

Фейгенбаума.

На рис. 3.16а–б приведены, соответственно, сечение Пуанкаре и распре-

деление спектральной плотности хаотического аттрактора, построенные при

значении F = −0.1296. Заметим, что для улучшения наглядности сечения

Пуанкаре, здесь в качестве секущей плоскости бралась плоскость y3 = −2.

Как видно из приведенных рисунков, сечение Пуанкаре данного хаотическо-

го аттрактора имеет квазиленточную структуру. Фурье–спектр аттрактора

непрерывный, но в нем четко присутствуют отдельные пики, соответствую-

щие гармоникам предельных циклов, потерявших устойчивость при рожде-

нии хаотического аттрактора. Здесь наблюдается полная аналогия с возник-

новением хаотического аттрактора по сценарию Фейгенбаума при положи-

тельных значениях F .

При дальнейшем уменьшении F начинается развитие структуры хаоса,

в результате которого траектории аттрактора начинают все более и более за-

полнять "дыры" фазового портрета. Увеличиваются длины лент в сечении

Пуанкаре, а в непрерывном Фурье–спектре заметно уменьшаются отдельные

пики. Все вышесказанное хорошо видно на рис. 3.16в–г, на которых приведе-

ны фазовый портрет и Фурье–спектр для хаотического аттрактора, постро-

енного при значении F = −0.1504, находящего у левой границы интервала
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Рис. 3.15: Каскад бифуркаций удвоения периода предельного цикла при F = −0.1238 (a),

F = −0.1258(б), F = −0.1264(в) и хаотический аттрактор при F = −0.1296(г).
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Рис. 3.16: Сечение Пуанкаре (a) и распределение спектральной плотности хаотическо-

го аттрактора при F = −0.1296(б); фазовый портрет (в) и распределение спектральной

плотности (г) хаотического аттрактора при F = −0.1504.
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хаотичности.

Теперь покажем, что и при отрицательных значениях F возможен пере-

ход к хаосу через перемежаемость. При F = −0.2136 в системе существует

предельный цикл, фазовый портрет, сечение Пуанкаре и распределение спек-

тральной плотности которого приведены на рис. 3.17а–в. Данный предельный

цикл является трехтактным и его сечение Пуанкаре состоит из трех точек.

Фурье–спектр этого цикла является дискретным с пиками модуля комплекс-

ной амплитуды на гармониках цикла. При незначительном уменьшении F

этот цикл разрушается и в системе возникает хаотический аттрактор, рас-

пределение инвариантной меры по фазовому портрету которого, построенное

при F = −0.2137, приведено на рис. 3.17г. На распределении инвариантной

меры отчетливо видно, что более темными участками изображается область,

по форме напоминающая небольшую окрестность исчезнувшего предельно-

го цикла. Это доказывает, что переход к хаосу совершается через переме-

жаемость. Ламинарной фазой этой перемежаемости являются близкие к пе-

риодическим движения траекторий аттрактора в окрестности исчезнувшего

цикла, а турбулентной (более светлые области на рис. 3.17г) – нерегуляр-

ные уходы траекторий на другие участки области, занимаемой хаотическим

аттрактором.

На рис. 3.18а–б приведены, соответственно, сечение Пуанкаре и распре-

деление спектральной плотности хаотического аттрактора при F = −0.2137.

Сечение Пуанкаре по прежнему имеет ленточную структуру с хаотично рас-

полагающимися на лентах точками, число которых постоянно возрастает с

увеличением времени численного интегрирования системы. Фурье–спектр –

непрерывный, но в нем заметны отдельные пики, "воспоминания" о гармо-

никах исчезнувшего предельного цикла.

Отметим, что из рис. 3.2а очевидно, что окна периодичности в систе-

ме (3.11) имеют место и при отрицательных значениях F . Таким образом,

особенности перехода к хаосу в системе (3.11) и качественная структура хао-

тических аттракторов при отрицательных значениях F во многом повторяют
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Рис. 3.17: Фазовый портрет (a), сечение Пуанкаре (б) и распределение спектральной плот-

ности (в) предельного цикла при F = −0.2136; распределение инвариантной меры по

фазовому портрету хаотического аттрактора при F = −0.2137 (г).
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Рис. 3.18: Сечение Пуанкаре (a) и распределение спектральной плотности (б) хаотического

аттрактора при F = −0.2137.

такие особенности и структуры, которые наблюдались при положительных

значениях F .

3.2.3 Карта динамических режимов

Очень полное и наглядное представление о поведении динамической системы

дает карта динамических режимов - диаграмма на плоскости, где по осям ко-

ординат отложены два параметра и показаны границы областей различных

динамических режимов. Так как в исследуемой системе (3.11) число пара-

метров больше двух, то подробная карта динамических режимов состоит из

многих листов.

Остановимся на методике построения карты динамических режимов.

Плоскость каких-либо выбранных параметров системы разбивается, при по-

мощи вертикально-горизонтальной сетки, на точки, близко отстоящие одна

от другой. В каждой сеточной точке численно решается система уравнений

(3.11) и определяется старший ляпуновский характеристический показатель.
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Основная диагностика установившегося режима системы, в рассчитываемой

сеточной точке плоскости параметров E, F , проводится по знаку старше-

го ляпуновского характеристического показателя. Если старший ляпунов-

ский показатель положительный, то установившийся режим системы явля-

ется хаотическим, а если соответствующий показатель отрицательный, то

установившийся режим является положением равновесия. Если же старший

ляпуновский характеристический показатель в сеточной точке равен нулю,

то установившийся режим системы может быть либо периодическим, либо

квазипериодическим. Для уточнения типа установившегося режима анали-

зируется второй показатель в спектре ЛХП. Если второй показатель отри-

цательный, то установившийся режим является периодическим, а если этот

показатель нулевой, то установившийся режим – квазипериодический. Осо-

бенно тщательно необходимо анализировать ситуации, при которых ляпунов-

ские показатели, по абсолютной величине, сравнимы с погрешностью метода

численного интегрирования (это соответствует случаю, когда мы находим-

ся достаточно близко к границам областей динамических режимов разных

типов). В таких случаях для точной идентификации типа установившегося

режима, дополнительно проводися изучение фазовых портретов, сечений и

отображений Пуанкаре, а также Фурье–спектров. После установления типа

динамического режима в какой-либо сеточной точке пикселю экрана ком-

пьютера, соответствующему данной точке плоскости параметров E, F , при-

сваивается определенный цветовой код. На экране компьютера получается

некоторая цветовая мозаика, дающая наглядное представление о расположе-

нии динамических режимов разных типов на плоскости параметров системы

(3.11).

Приведем один из листов данной карты [114], построенной для парамет-

ров E (крутизны статической характеристики электродвигателя) и F , кото-

рый кроме параметров статической характеристики двигателя также зависит

от длины маятника и кривошипа. Фактически получаемая двупараметриче-

ская карта динамических режимов является мультипараметрической. Она
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Рис. 3.19: Карта динамических режимов.

может быть преобразована в карты, показывающие зависимость динамиче-

ских режимов системы (3.11) от изменений E (крутизна статической харак-

теристики двигателя) и, соответственно, a (длина кривошипа), l (приведен-

ная длина маятника), ω0 (собственная частота маятника). При проведении

расчетов по построению карты динамических режимов предполагалось, что

C = −0.1, D = −0, 5. На рис. 3.19 приведен, полученный в результате ана-

лиза и обработки результатов численных расчетов, один из листов карты

динамических режимов системы "маятник-электродвигатель". Серые обла-

сти карты соответствуют периодическим динамическим режимам, черные -

хаотическим, а зернистые -положениям равновесия системы. Как видно из

рис. 3.19, хаотические режимы на карте представляются в виде некоторой

"реки", многочисленные рукава которой, "протекают" через области пери-

одических режимов. Положения равновесия системы (3.11) наблюдаются в

области расположенной у нижнего края карты. В предыдущем параграфе

нами было проведено детальное исследование типа динамических режимов
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и сценариев переходов между режимами разных типов вдоль вертикального

разреза карты по линии E = −0.61. Как вытекает из этого исследования, при

увеличении масштаба карты динамических режимов на ней будут появлять-

ся новые очень тонкие "рукава" хаотической "реки" , соответствующие окнам

периодичности в областях хаотических режимов.

Остановимся еще на одной важной характеристике раннее исследован-

ных хаотических аттракторов – фрактальной размерности. Как мы уже

упоминали в п.2.5, все хаотические аттракторы являются фрактальными

множествами и имеют дробную размерность Хаусдорфа–Безиковича (фрак-

тальную размерность). В отличие от хаотических, размерность Хаусдорфа–

Безиковича для регулярных аттракторов будет целой. Она, соответственно,

равна нулю для положений равновесия, единице для предельных циклов и

двум для квазипериодических аттракторов.

В общем случае многомерной динамической системы очень трудно вы-

числить фрактальную размерность для нерегулярного аттрактора. Однако

так как мы рассматриваем динамическую систему размерность фазового про-

странства которой равна трем, то для систем с такой размерностью фазового

пространства справедлива гипотеза Каплана–Йорка, с которой мы познако-

мились в п.2.5. Обозначим фрактальную размерность аттрактора через DFr,

а через λ1, λ2, λ3 – показатели упорядоченного по убыванию спектра ЛХП.

Тогда, в силу гипотезы Каплана–Йорка, фрактальная размерность хаотиче-

ского аттрактора системы c трехмерным фазовым пространством может быть

вычислена по формуле (2.23).

Как мы уже говорили в п.2.3, сумма ляпуновских характеристических

показателей равна дивергенции системы [5, 62], то есть,

λ1 + λ2 + λ3 = div V f. (3.19)

Исследуемая система имеет постоянную отрицательную дивергенцию, кото-

рая определяется по формуле (3.12). Кроме того, для хаотического аттрак-

тора λ2 = 0. Поэтому, учитывая (2.23) и (3.19), формулу для определения
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фрактальной размерности хаотического аттрактрора, в нашем случае, мож-

но записать в виде:

DFr = 2 +
λ1

|2C + E − λ1|
. (3.20)

То есть, для вычисления фрактальной размерности хаотического аттрактора

достаточно рассчитать только старший ляпуновский показатель.

На рис. 3.20a приведена зависимость фрактальной размерности системы

от значений параметра F . Соответственно, на рис. 3.20б приведен увеличен-

ный фрагмент рис. 3.20a. Отметим, что приведенные графики качественно

подобны графикам приведенным на рис. 3.2а–б, так как основой для их по-

строения служат, рассчитываемые при помощи алгоритма Бенеттина и др.

старшие ляпуновские характеристические показатели. Построенный график

также может использоваться для идентификации типа установившегося ре-

жима системы (3.11). Как видно из приведенного рисунка, в рассмотренном

интервале изменения F у системы существуют два типа аттракторов. А имен-

но, предельные циклы, которым соответствуют те значения F , для которых

фрактальная размерность равна единице, и хаотические аттракторы, соот-

ветствующие тем значениям F , для которых фрактальная размерность боль-

ше двух. Области хаоса хорошо определяются из рис. 3.20a, где для удоб-

ства идентификации проведена пунктирная линия DFr = 2. Внимательное

изучение рис. 3.20б показывает, что хаотические аттракторы, существующие

при положительных значениях F , имеют, в среднем, большее значение фрак-

тальной размерности. Кроме некоторого усложнения самоподобия геометри-

ческой структуры аттрактора это означает и большую скорость разбегания

близких фазовых траекторий.

В заключение еще раз подчеркнем, что возможность возникновения

странных аттракторов в системе "маятник-электродвигатель"связана исклю-

чительно с взаимодействием между ее подсистемами – "маятником"и "элек-

тродвигателем", а не с автономными свойствами этих подсистем. Примене-

ние методов редукции приводит к тому, что моделирующая динамику си-
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Рис. 3.20: Фрактальная размерность аттракторов.

стема дифференциальных уравнений расщепляется на две подсистемы. А

именно "маятниковую", которая имеет двумерное фазовое пространство, и

"двигательную"с одномерным фазовым пространством. Эти расщепленные

системы решаются независимо одна от другой. Совершенно очевидно, что

в таких подсистемах невозможно существование хаотических аттракторов,

так как минимальная размерность фазового пространства, при которой воз-

можно существование детерминированного хаоса, равна трем [5, 62]. Поэтому

применение редукционных подходов приводит к полной потере информации

о реально существующих хаотических аттракторах.

3.3 Сферический маятник

Сферический маятник является самым простым примером осциллятора с

двумя степенями свободы, имеющего равные частоты. Многие явления, ха-

рактерные для сферического маятника, проявляются в динамике систем с

распределенными параметрами, имеющими периодическую координату: ко-
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лец, цилиндрических и сферических оболочек, круглых пластин, сред в ци-

линдрических и сферических полостях. Поэтому знание свойств колебатель-

ных процессов сферического маятника дает понимание колебательных эф-

фектов в ряде вышеупомянутых систем.

Рассмотрим систему, схема которой представлена на рис. 3.21.

Кривошипно–шатунный механизм соединяет ротор электродвигателя с точ-

кой подвеса физического маятника, который, в отличие от параграфа 1.2,

может совершать пространственные колебания. Как известно, такой маят-

ник называется сферическим. Введем декартову систему координат Oxyz

a

D

x

z

b

q

O

m

ly

Рис. 3.21: Схема рассматриваемой системы.

как показано на рис. 3.21. Обозначим через a, b длину кривошипа и шатуна,

соответственно. Предположим, что b ≫ a. Когда кривошип a поворачивает-

ся на угол Θ, ползун с подвесом получает перемещение вдоль вертикальной

оси неподвижной системы координат, вида v(t) = −a cos Θ (см. рис. 3.21).

В неподвижной декартовой системе координат Oxyz кинетическая энергия

системы "маятник–электродвигатель" записывается в форме [37, 199, 201]

T =
1

2
IΘ̇2 +

1

2
m[ẋ2 + ẏ2 + (v̇ + ż)2], (3.21)
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а потенциальная

V = mg(l − z − v), (3.22)

где x, y, z–декартовы координаты центра масс маятника; I- момент инерции

ротора электродвигателя; m- масса маятника; l- приведенная длина маятни-

ка. Массой ползуна и подвеса мы пренебрегаем.

Следуя работе [199], введем новые переменные α и β по формулам:

x = l sin α, y = l sin β.

Так как во введенной системе координат Oxyz для маятника всегда выпол-

няется соотношение

x2 + y2 + z2 = l2,

то

z = l

√

1 − sin2 α − sin2 β.

Для малых α и β лагранжиан исследуемой системы T-V представим в виде

[54, 179, 199, 201]:

T − V =
1

2
IΘ̇2 +

1

2
ml2[α̇2 + β̇2 + 2αβα̇β̇ − 2(αα̇ + ββ̇)Θ̇

a

l
sin Θ + Θ̇2a

3

l2
sin2 Θ]−

−gml(
α2

2
− α4

24
+

β2

2
− β4

24
+

α2β2

4
+

a

l
cos Θ).

(3.23)

Поэтому для основных переменных Θ(t), α(t) и β(t) уравнения Лагранжа

(уравнения движения) запишутся в следующей форме [54, 176, 179]:

IΘ̈ = L(Θ̇) − H(Θ̇) − mla[Θ̈
a

l
sin2 Θ + Θ̇2a

l
sin Θ cos Θ +

g

l
sin Θ−

−(α̇2 + β̇2) sin Θ − (αα̈ + ββ̈) sin Θ];

α̈ + ω2
0(α − α3

6
+

αβ2

2
) + δ1α̇ + α(β̇2 + ββ̈)−

−a

l
α(Θ̇2 cos Θ + Θ̈ sin Θ) = 0;

β̈ + ω2
0(β − β3

6
+

α2β

2
) + δ1β̇ + β(α̇2 + αα̈)−

−a

l
β(Θ̇2 cos Θ + Θ̈ sin Θ) = 0.

(3.24)
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Здесь L(Θ̇)–движущий момент электродвигателя; H(Θ̇)–внутренний мо-

мент сил сопротивления вращению ротора электродвигателя; ω0 =

√

g

l
–

собственная частота маятника; δ1–коэффициент демпфирования силы сопро-

тивления среды, в которой движется маятник.

Полученная система дифференциальных уравнений описывает сложный

процесс взаимодействия вращения вала двигателя (формирование возбужда-

ющей силы) и пространственных колебаний маятника. Она является суще-

ственно нелинейной и не допускает точного аналитического решения. Для

упрощения системы уравнений (3.24) введем малый параметр ε =
a

l
, полагая

a ≤ l. Кроме того, предположим, что реализуются условия основного пара-

метрического резонанса, когда скорость вращения вала двигателя Θ̇ близка

к удвоенной собственной частоте маятника 2ω0, а именно

Θ̇(t) = 2ω0 + εω0ν(t). (3.25)

Для исследования резонансных колебаний маятника выполним в урав-

нениях (3.24) замену переменных по формулам [54, 179]:

α(t) = ε
1

2 [y1(τ) cos
Θ(t)

2
+ y2(τ) sin

Θ(t)

2
];

β(t) = ε
1

2 [y4(τ) cos
Θ(t)

2
+ y5(τ) sin

Θ(t)

2
].

(3.26)

Посредством данной замены мы переходим в уравнениях (3.24) к новым пе-

ременным y1(τ), y2(τ), y4(τ), y5(τ) и медленному времени τ ,

τ =
ε

4
Θ(t). (3.27)

Подставим выражения (3.26) в уравнения (3.24) и проведем процедуру

усреднения, используя методику работы [132], по быстрому, явно входящему,

времени Θ(t). При этом учтем, что [13, 37]

dα(t)

dt
=

ε
1

2

2

dΘ(t)

dt
[−y1(τ) sin

Θ(t)

2
+ y2(τ) cos

Θ(t)

2
];

dβ(t)

dt
=

ε
1

2

2

dΘ(t)

dt
[−y4(τ) sin

Θ(t)

2
+ y5(τ) cos

Θ(t)

2
].

(3.28)
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После проведения процедуры усреднения по быстрому времени получим

следующую систему уравнений [54, 179]:

dy1

dτ
= Cy1 − [y3 +

1

8
(y2

1 + y2
2 + y2

4 + y2
5)]y2 −

3

4
(y1y5 − y2y4)y4 + 2y2;

dy2

dτ
= Cy2 + [y3 +

1

8
(y2

1 + y2
2 + y2

4 + y2
5)]y1 −

3

4
(y1y5 − y2y4)y5 + 2y1;

dy3

dτ
= D(y1y2 + y4y5) + Ey3 + F ;

dy4

dτ
= Cy4 − [y3 +

1

8
(y2

1 + y2
2 + y2

4 + y2
5)]y5 +

3

4
(y1y5 − y2y4)y1 + 2y5;

dy5

dτ
= Cy5 + [y3 +

1

8
(y2

1 + y2
2 + y2

4 + y2
5)]y4 +

3

4
(y1y5 − y2y4)y2 + 2y4.

(3.29)

При выводе системы уравнений (3.29) использовалась линейная аппрок-

симация ([37]) статической характеристики двигателя, когда

L(Θ̇) − H(Θ̇)

I +
1

2
ma2

= ε
ω0

2
(N0 − EΘ̇) + ε2... . (3.30)

Поэтому ([54])

F = (
N0

ω0
− 2E)

l

a
, D = − 2ml2

I +
1

2
ma2

, C = − δ1

ω0
.

Кроме того, в системе (3.29) введено обозначение y3 = ν.

Полученная система дифференциальных уравнений пятого поряд-

ка (3.29) используется в качестве математической модели детермини-

рованной колебательной динамической системы "сферический маятник–

электродвигатель". Заметим, что большинство исследований динамики сфе-

рического маятника проводилось и проводится в предположении, что ис-

точник возбуждения колебаний маятника идеальный, то есть имеет неогра-

ниченную мощность. Разумеется, такой подход приводит к предположению

о неограниченности мощности электродвигателя, возбуждающего колебания

маятника. То есть имеет место своеобразная реализация концепции "вечного

двигателя". С целью преодоления такого концептуального противоречия до-

пускают, что мощность электродвигателя не неограниченна, а столь велика,
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что маятник оказывает пренебрежимо малое влияние на вращение вала элек-

тродвигателя. Покажем к каким грубым ошибкам в определении установив-

шихся колебаний маятника приводит такая идеализация источника возбуж-

дения колебаний.

При идеализации источника возбуждения, система уравнений (3.29) рас-

щепляется на две подсистемы. Одна подсистема состоит из первого, второго,

четвертого и пятого уравнений системы (3.29). Вторая подсистема состоит из

одного третьего уравнения системы (3.29). Причем, так как влиянием коле-

баний маятника на вращение вала двигателя пренебрегают, в этом уравнении

полагают D = 0. Тогда третье уравнение (3.29) становится линейным и для

него элементарно может быть найдено общее решение (функция y3), кото-

рое затем подставляется в первую подсистему. В дальнейшем можно прово-

дить исследование решений первой, "маятниковой" , подсистемы. Заметим,

что при применении идеализации источника возбуждения, как установлено

в обобщающих работах [204, 205], не удается обнаружить хаотических уста-

новившихся колебаний маятника при вертикальном возбуждении точки его

подвеса.

Дальнейшей целью исследования является изучение возможных типов

аттракторов системы уравнений (3.29). Так как данная система является до-

статочно сложной нелинейной системой уравнений, то для построения ее ат-

тракторов применяется целый комплекс численных методов и алгоритмов.

Методика проведения таких исследований детально изложена в п.3.2.2.

При проведении численных расчетов полагалось, что параметры систе-

мы (3.29) имеют следующие значения:

C = −0.5, D = −1, F = 0.5. (3.31)

Начальные условия варьировались в окрестности начала координат фазового

пространства системы уравнений (3.29).

В качестве бифуркационного рассматривался параметр E–угол наклона

статической характеристики электродвигателя, зависящий от типа применяе-
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мого двигателя. Покажем, что при так выбранных значениях в пространстве

параметров системы (3.29) существуют большие области, в которых у нее

возникают хаотические аттракторы.

Исследование идентификации типов аттракторов системы (3.29) начина-

ем с расчета старшего ляпуновского характеристического показателя. Напом-

ним, что положительность такого показателя является основным практиче-

ским критерием хаотического поведения системы. На рис. 3.22 приведена за-

висимость старшего ляпуновского характеристического показателя λ от угла

наклона статической характеристики E. Как видно из приведенного рисунка,

практически для всех E ∈ (−1.27,−0.1) у системы существуют хаотические

аттракторы. На графике также видны провалы значения старшего ляпунов-

ского показателя, которые соответствуют узким окнам периодичности. Этих

окон больше в левой части графика.

E

-1.5 -1 -0.5 0

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Рис. 3.22: Зависимость старшего ляпуновского характеристического показателя от угла

наклона статической характеристики.

При значениях E ≥ −1.75 в системе (3.29) существует устойчивый пре-

дельный цикл достаточно простой структуры. При E = −1.42 такой цикл
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теряет устойчивость и в его окрестности возникает устойчивый предельный

цикл удвоенного периода. Происходит первая бифуркация удвоения периода

цикла. При дальнейшем возрастании значений E в системе продолжается кас-

кад бифуркаций удвоения. Проекции фазового портрета цикла и нескольких

бифуркаций удвоения его периода приведены на рис. 3.23 и рис. 3.24. Одна из

приведенных на рисунках проекций включает переменные y1, y2, пропорцио-

нальные маятниковой угловой переменной α, и переменную y3, характеризу-

ющую вращение вала электродвигателя. Вторая, из приведенных на рисунках

проекций, включает по одной компоненте из маятниковых переменных α, β

и переменную y3. На рисунках хорошо заметно удвоение тактности предель-

ных циклов с каждой последующей бифуркацией. Этот бесконечный каскад

бифуркаций удвоения периода цикла завершается рождением хаотического

аттрактора в критической точке E ≈ −1.275. Таким образом, переход к хаосу

совершается в соответствии со сценарием Фейгенбаума [54, 179].

На рис. 3.25.а–б приведены проекции возникшего в результате каскада

бифуркаций удвоения хаотического аттрактора. Этот аттрактор имеет спи-

ральную структуру и несколько напоминает хаотические аттракторы найден-

ные нами для плоского маятника. Следует подчеркнуть, что такие хаотиче-

ские аттракторы обладают некоторой, иногда довольно значительной, похо-

жестью фазового портрета на фазовые портреты циклов большой тактности,

при бифуркациях которых рождаются эти хаотические аттракторы. Однако

здесь имеется одно принципиальное отличие. Предельные циклы, несмотря

на их как угодно большую тактность, отличаются регулярным возвращением

траектории в любую точку цикла через время, строго равное периоду цикла.

В случае же хаотического аттрактора картина совершенно иная. Траекто-

рия обязательно бесконечное число раз возвращается в любую, как угодно

малую, окрестность аттрактора, но время таких возвратов непредсказуемо.

Моменты времени этих возвратов образуют некоторою хаотическую после-

довательность [122].

На рис. 3.25.в–г приведены проекции сечения Пуанкаре, плоскостью
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Рис. 3.23: Проекции фазового портрета предельного цикла при E = −1.43 (a), (б) и первой

бифуркации удвоения при E = −1.31 (в), (г).



126

y1-2
0

2
4

y2 -10
-5

0
5

y3

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

y2
-10

-5
0

5

y3 -20
-15

-10
-5

0

y5

-15

-10

-5

0

5

10

а б

y1-2
0

2
4

y2 -10
-5

0
5

y3

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

y2
-10

-5
0

5

y3 -20
-15

-10
-5

0

y5

-15

-10

-5

0

5

10

в г

Рис. 3.24: Проекции фазового портрета второй бифуркации удвоения при E = −1.29 (a),

(б) и третьей бифуркации удвоения при E = −1.28 (в), (г).
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Рис. 3.25: Проекции фазового портрета хаотического аттрактора при E = −1.25 (a), (б)

его сечение (в) и отображение Пуанкаре (г).
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y3 = −15, и отображение Пуанкаре по переменной y2. Как видно из приве-

денных рисунков, сечение Пуанкаре имеет квазиленточную структуру. Число

точек этого сечения постоянно растет с ростом времени численного интегри-

рования. Его точки образуют некоторое хаотическое множество точек. Со-

ответственно отображение Пуанкаре по форме напоминает одномерную кри-

вую с локальным максимумом. Это может служить доказательством того,

что система (3.29) находится в хаотическом режиме [5, 62]. Данное одно-

мерное отображение может служить для приближенного изучения динамики

системы. Естественно, что исследование одномерных отображений намного

проще исследования систем дифференциальных уравнений с размерностью

фазового пространства равной пяти. Кроме того, такой вид отображения

Пуанкаре свидетельствует о том, что система (3.29) принадлежит к одному

из классов универсальности динамических систем, введенных Фейгенбаумом

[5, 62, 151, 152, 153]. Таким образом, обнаруженный хаотический аттрактор

обладает некоторым качественным подобием с хаотическими аттракторами,

найденными у плоского маятника. Кстати, старший ляпуновский характе-

ристический показатель построенного хаотического аттрактора равен 0.072.

Такая величина показателя близка к величинам старших ляпуновских по-

казателей хаотических аттракторов плоского маятника. Отметим еще одну

особенность обнаруженных аттракторов системы как регулярных, так и ха-

отических. Они обладают симметрией фазовых портретов по переменным

y1, y2 и y4, y5, соответственно. Это объясняется симметрией уравнений (3.29)

относительно данных переменных.

Как мы уже установили раннее, возникшие в системе (3.29) при E ≈
−1.275 хаотические установившиеся режимы продолжают существовать на

очень значительном интервале изменения E. При возрастании значения E

в системе наблюдаются структурные перестройки типа "хаос–хаос", то есть

хаотический аттрактор одного типа в результате внутренних бифуркацион-

ных явлений сменяется хаотическим аттрактором другого типа. Проследим

за изменением свойств хаотических аттракторов при возрастании E.
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При −1.27 ≤ E ≤ −1.18 наблюдается развитие хаотического аттракто-

ра, заключающееся в увеличении объема области в фазовом пространстве, в

которой находятся траектории аттрактора, и более плотном заполнении этой

области траекториями аттрактора. Проекция фазового портрета хаотическо-

го аттрактора, построенного при E = −1.18 приведена на рис. 3.26а. Сечение

и отображение Пуанкаре для этого аттрактора качественно идентичны при-

веденным на рис. 3.25.в–г. Происходит некоторый рост величины старшего

ляпуновского показателя, который при E = −1.18 достигает значения 0.134.

При E = −1.17 накапливающиеся количественные изменения приводят к

заметной перестройке структуры существовавшего хаотического аттрактора.

Проекция фазового портрета такого аттрактора, его сечение и отображение

Пуанкаре приведены на рис. 3.26б–г. Как видно из рисунков, что особенно

заметно, по сравнению с приведенными на рис. 3.25в–г, изменились сечение

и отображение Пуанкаре аттрактора, хотя сечение Пуанкаре по прежнему

имеет квазиленточную структуру [122].

При дальнейшем росте E наблюдается очень заметное увеличение фа-

зового объема области локализации траекторий аттрактора, особенно по

направлению переменной y3, [54, 179], что отлично согласуется с теорией

В.О.Кононенко. Заметно до 0.34 возрастает старший ляпуновский характе-

ристический показатель, что свидетельствует о значительном увеличении

скорости разбегания близких фазовых траекторий аттрактора. На рис. 3.27

приведены, соответственно, проекции фазового портрета, сечения и отобра-

жения Пуанкаре хаотического аттрактора при E = −1.01. Очень своеобраз-

ный вид приобретает двумерная проекция фазового портрета. Возникший

"двухглазый" аттрактор очень напоминает известную "бабочку" аттракто-

ра Лоренца, что свидетельствует о тесной связи различных типов хаотиче-

ских аттракторов из разных разделов нелинейной динамики. Как и у всех

раннее рассмотренных в этом параграфе хаотических аттракторов, сечение

Пуанкаре (рис. 3.27в) имеет квазиленточную структуру. Но очень заметно

усложнилось отображение Пуанкаре (рис. 3.27г), которое представляет су-
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Рис. 3.26: Проекция фазового портрета хаотического аттрактора при E = −1.18 (a); про-

екция фазового портрета (б) , сечение (в) и отображение Пуанкаре (г) хаотического ат-

трактора при E = −1.17.
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перпозицию нескольких линий типа парабол [122].

Следует отметить, что в интервале изменения параметра −1.27 ≤ E ≤
−1.01 области хаоса чередуются с небольшими окнами периодичности, кото-

рые здесь не исследовались.

При прохождении параметром E точки -1.0 в системе происходит жест-

кая бифуркация типа "хаос–хаос" , в результате которой возникает хаоти-

ческий аттрактор иного типа [54, 179]. На рис. 3.28 приведены различные

характеристики нового хаотического аттрактора. Как видно из рисунка, про-

исходит поворот проекции фазового портрета. Особенно наглядно это прояв-

ляется при сравнении двумерных проекций с рис. 3.27.б и 3.28.б, из которых

виден поворот "глаз" , произошедший у нового аттрактора по сравнению с

раннее существовавшим. Изменяется и сечение Пуанкаре ( 3.28.в), точки ко-

торого начинают разбегаться на секущей плоскости, утрачивая квазиленточ-

ную структуру. Очень меняется вид отображения Пуанкаре (рис. 3.28.г), ко-

торое теперь представляет собой чрезвычайно сложную суперпозицию линий,

среди которых явно просматриваются различные параболы [122].

Такой тип хаотического аттрактора существует, за исключением узко-

го окна периодичности, на всем дальнейшем исследованном интервале из-

менения значений E. Однако структура аттрактора претерпевает некоторые

изменения при увеличении E [54, 122, 179]. Так, на рис. 3.29 приведены ха-

рактеристики хаотического аттрактора, построенного при E = −0.61. Этот

хаотический аттрактор имеет старший ляпуновский показатель равный 0.457,

что заметно превосходит аналогичные показатели аттракторов, выявленных

нами при E < −1. Как мы уже отмечали, это свидетельствует о большей ско-

рости разбегания, неустойчивых по Ляпунову, близких в начальный момент

времени траекторий аттрактора. При общей схожести фазовых портретов

данного аттрактора и, приведенного на рис. 3.28.а–б, отметим исчезновение

"глаз" на двумерной проекции фазового портрета. Изменяется, по сравне-

нию с предыдущим случаем, и вид сечения Пуанкаре, точки которого начи-

нают хаотически группироваться вдоль нескольких кривых, отдаленно напо-
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Рис. 3.27: Проекции фазового портрета хаотического аттрактора (a), (б) , его сечение (в)

и отображение Пуанкаре (г) при E = −1.01.
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Рис. 3.28: Проекции фазового портрета хаотического аттрактора (a), (б) , его сечение (в)

и отображение Пуанкаре (г) при E = −0.89.
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минающих концентрические окружности. Еще более усложняется отображе-

ние Пуанкаре, что делает невозможной какую-либо одномерную дискретную

аппроксимацию рассматриваемой задачи [122].

При дальнейшем увеличении значений E начинает заметно уменьшать-

ся фазовый объем области, в которой располагается хаотический аттрактор

[54, 122, 179]. Наконец, при E = −0.1 происходит разрушение хаотического

аттрактора и в системе (3.29) возникает устойчивое положение равновесия.

На рис. 3.30 приведено сечение и отображение Пуанкаре, а также распреде-

ление естественной инвариантной меры по проекции фазового портрета для

хаотического аттрактора, построенного при E = −0.12, то есть незадолго до

его исчезновения. Точки сечения Пуанкаре отчетливо хаотически группиру-

ются вдоль кривых, по форме напоминающих концентрические окружности.

Отображение Пуанкаре практически приобретает вид некоторого точечного

отображения. Очень интересный вид имеет распределение инвариантной ме-

ры по фазовому портрету аттрактора (рис. 3.30в). Густое затемнение в центре

рисунка показывает, что основное время траектории аттрактора пребывают

в окрестности точки (0, 0). Эта точка является проекцией неустойчивого по-

ложения равновесия системы (3.29). Хаос приобретает структуру, достаточно

типичную для перемежаемости. Фазовые траектории данного аттрактора си-

стемы пытаются притянуться к нулевому положению равновесия, вследствие

чего они длительное время блуждают в малой окрестности этого положения

(ламинарная стадия, которой соответствуют густо затемненные участки на

рис. 3.30в). Затем, в непредсказуемый наперед момент времени, происходит

турбулентный всплеск, сопровождающийся непериодическими раскрутками

по виткам спирали аттрактора [122].

Рассмотрим характерные особенности распределения спектральных

плотностей (Фурье–спектры) для различных типов аттракторов системы

(3.29). Так, на рис. 3.31а–в, приведены распределения спектральных плот-

ностей для некоторых бифуркаций из ранее изученного каскада бифурка-

ций удвоения периодов предельных циклов системы, которые имели ме-
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Рис. 3.29: Проекции фазового портрета хаотического аттрактора (a), (б) , его сечение (в)

и отображение Пуанкаре (г) при E = −0.61.
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Рис. 3.30: Сечение (a), отображение Пуанкаре (б) и распределение инвариантной меры

хаотического аттрактора (в) при E = −0.12.
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сто для значений E ∈ (−1.45,−1.275) (см. рис. 3.23– 3.24). Соответствен-

но на рис. 3.31а приведен Фурье–спектр первой, на рис. 3.31б–второй, а на

рис. 3.31в–третьей бифуркации каскада. Все приведенные спектры являются

дискретными с четкими пиками на основных гармониках разложения вре-

менных реализаций предельных циклов в ряд Фурье. Причем число пиков

этих дискретных спектров удваивается с каждой новой бифуркацией. На

рис. 3.31г приведен Фурье–спектр хаотического аттрактора, который возни-

кает в результате этого бесконечного каскада. Как видно из рис. 3.31г, спектр

становится непрерывным, что является еще одним подтверждением того, что

система (3.29) находится в хаотическом режиме. Однако в непрерывном спек-

тре с рис. 3.31г отчетливо видны пики гармоник исчезнувших предельных

циклов [122].

Развитие хаоса при возрастании E, кроме изменений структуры фазово-

го портрета и других характеристик хаотических аттракторов, также приво-

дит к заметным изменениям их Фурье–спектров. Так, на следующем рисунке

приведены Фурье–спектры хаотических аттракторов существующих в систе-

ме при E = −1.17 (рис. 3.32а) и при E = −1.01 (рис. 3.32б). Спектр, приве-

денный на (рис. 3.32а), соответствует значению E, при котором наблюдается

заметное изменение структуры фазового портрета хаотического аттрактора

по сравнению с фазовым портретом хаоса возникшего в результате каскада

бифуркаций удвоения. В свою очередь спектр, приведенный на рис. 3.32б,

соответствует хаотическому аттрактору, существующему у правого порога

жесткой перестройки хаотических режимов. Оба спектра по прежнему явля-

ются непрерывными. Однако по сравнению с раннее рассмотренным случаем

начинает наблюдаться разрушение пиков спектра (левый рисунок), которое в

конце концов приводит к полному отсутствию пиков в непрерывном спектре

аттрактора [122].

Наконец, рассмотрим Фурье–спектры хаотических аттракторов, суще-

ствующих в системе после жесткой бифуркации типа "хаос–хаос" , то есть

при E > −1.0. На рис. 3.33 приведены спектры двух таких хаотических
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Рис. 3.31: Распределение спектральной плотности первых трех бифуркаций удвоения

(a), (б) , (в) и распределение спектральной плотности хаотического аттрактора при

E = −1.25(г) .
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Рис. 3.32: распределение спектральной плотности хаотического аттрактора при E = −1.17

(a) и при E = −1.01 (б) .

аттракторов. Причем рис. 3.33а соответствует значению E = −0.61 (хао-

тический аттрактор с наибольшим старшим ляпуновским показателем), а

рис. 3.33б соответствует значению E = −0.12 (аттрактор у порога исчез-

новения хаоса). Оба спектра являются непрерывными и представляют со-

бой некий "шумовой"пьедестал с полным отсутствием сколь-нибудь заметных

пиков и отсутствием завалов по всей области рассмотренных частот. Такие

"равномерные" Фурье–спектры присущи всем аттракторам, существующим

в системе при E > −1.0 [122].

Вызывает интерес сравнение полученных результатов со случаем идеа-

лизации источника возбуждения колебаний. Как мы уже отмечали раннее,

при таком подходе проводиться редукция системы уравнений (3.29), после

проведения которой исследуется новая система, состоящая из первого, вто-

рого, четвертого и пятого уравнений системы (3.29). При этом неизвестная

функция y3 считается постоянным параметром. Было проведено численное

интегрирование такой системы уравнений при C = −0.5 и значениях y3,
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Рис. 3.33: распределение спектральной плотности хаотического аттрактора при E = −0.61

(a) и при E = −0.12 (б) .

изменяющихся в пределах от -250 до 30. Заметим, что это пределы изме-

нения амплитуд колебаний функции y3 в установившихся хаотических режи-

мах. При численных расчетах значение y3 изменялось с очень малым шагом.

Во всех случаях наблюдается выход системы на устойчивое положение рав-

новесия, причем для |y3| ≥ 3 это положение равновесия всегда имеет вид

y1 = y2 = y4 = y5 = 0. В данной области изменения параметров не обнару-

жено не только хаотических аттракторов, но даже и устойчивых предельных

циклов [54, 122, 179]. Это в очередной раз свидетельствует, к каким грубым

ошибкам в описании динамики системы приводит пренебрежение взаимодей-

ствием колебательной нагрузки с источником возбуждения колебаний. Пред-

полагаемые простые устойчивые положения равновесия в действительности

оказываются сложнейшими хаотическими аттракторами.
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3.4 Выводы по главе

В главе 3 был применен новый подход к математическому моделированию

маятниковых динамических систем. Основой этого подхода является принци-

пиальное рассмотрение маятниковой системы как системы с ограниченным

возбуждением. При таком подходе принимается во внимание взаимодействие

между колебательной системой (в данном случае маятником) и источником

возбуждения (в данном случае электродвигателем ограниченной мощности).

Применение такого подхода позволило получить ряд принципиально новых

результатов, сутью которых является установление существования динами-

ческого хаоса в данных детерминированных динамических системах.

Для плоского маятника была получена автономная система дифферен-

циальных уравнений третьего порядка, описывающая нелинейное взаимодей-

ствие данного маятника с электродвигателем ограниченной мощности, кото-

рый возбуждает горизонтальные колебания точки подвеса маятника. Выяв-

лено существование хаотических аттракторов у такой системы дифференци-

альных уравнений. Подробно проанализировано влияние параметров маят-

ника и электродвигателя на возникновение, развитие и исчезновение детер-

минированного хаоса. Описаны сценарии перехода от регулярных колебаний

к хаотическим и наоборот. Получены фазопараметрические характеристики

и спектры ляпуновских характеристических показателей системы. Построе-

ны и детально проанализированы фазовые портреты, сечения и отображения

Пуанкаре, распределения естественной инвариантной меры и распределения

спектральной плотности хаотических аттракторов системы. Построена карта

динамических режимов системы. В ряде случаев установлена принципиаль-

ная возможность аппроксимации исследуемой системы дифференциальных

уравнений одномерными дискретными отображениями.

Для сферического маятника была получена автономная система диф-

ференциальных уравнений пятого порядка, описывающая нелинейное взаи-

модействие данного маятника с электродвигателем ограниченной мощности,
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который возбуждает вертикальные колебания точки подвеса маятника. Уста-

новлено существование детерминированного хаоса в данной системе, что ра-

нее считалось невозможным. Обнаружены достаточно большие области в про-

странстве параметров системы "сферический маятник–электродвигатель", в

которых существуют хаотические аттракторы разных типов. Проведено ко-

личественное и качественное изучение аттракторов сферического маятника,

подобное проведенному для плоского маятника.



Глава 4

Влияние факторов запаздывания на

динамику маятниковых систем

4.1 Введение

Одним из фундаментальных факторов, существенно влияющих на динами-

ку маятниковых систем, являются различные по своей физической приро-

де запаздывания тех или иных воздействий на маятниковую систему. Такие

запаздывания воздействий всегда присутствуют в достаточно протяженных

системах вследствие ограниченности скорости прохождения сигналов: волн

сжатия, растяжения, изгиба, силы тока и т.д. При колебательных процессах

запаздывание приводит к изменению сдвига фаз между динамическими ха-

рактеристиками системы, тем самым качественно меняя их связь (к примеру,

влияя на направление воздействий). В некоторых случаях учет запаздывания

воздействий приводит только к незначительной количественной коррекции

динамических характеристик исследуемых систем. В других случаях учет

факторов запаздывания позволяет провести как существенные количествен-

ные уточнения параметров существующих установившихся режимов движе-

ния, так и обнаружить изменение их качественных характеристик. Например,

установить, что неустойчивые движения стали устойчивыми, а устойчивые –

неустойчивыми.

Со времен Галилея было хорошо известно, что с течением времени ко-

143
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лебания маятника при отсутствии внешних постоянных воздействий на него,

всегда затухают возле его нижнего положения. Говоря современным языком,

в этом случае маятник имеет устойчивое по Ляпунову нижнее положение

равновесия. В свою очередь, верхнее положения равновесия маятника, при

отсутствии внешних воздействий, всегда неустойчиво. Маятник, зафиксиро-

ванный в верхнем положении равновесия, всегда "сваливается" в нижнее

положение, как только убирается фиксирующее устройство.

Одним из самых замечательных открытий в маятниковых системах было

открытие возможности динамической стабилизации верхнего, неустойчиво-

го, положения равновесия. Это открытие, трудно объяснимое с точки зрения

естественной механической интуиции, имеет очень интересную историю, свя-

занную с именами двух выдающихся ученых Н.Н. Боголюбова и П.Л. Капи-

цы. В 1942 году Н.Н. Боголюбов, используя незадолго до этого строго теоре-

тически обоснованный им метод усреднения, доказал возможность стабили-

зации верхнего положения равновесия маятника при помощи вертикальных

вибраций с высокой частотой и малой амплитудой точки его подвеса. Бого-

любов установил, что при выполнении условия

gl

a2ω2
<

1

2
,

где g – ускорение силы тяжести, l – длина маятника, a и ω, соответственно,

амплитуда и частота вертикальных вибраций точки подвеса, колебания маят-

ника около верхнего положения равновесия становятся устойчивыми. Однако

в связи с военным временем данный поразительный результат Боголюбова

был опубликован только в 1950 году [12], поэтому в течении ряда лет он

был неизвестен широкому кругу исследователей. Параллельно Боголюбову

проблемой динамической стабилизации неустойчивого верхнего положения

равновесия заинтересовался П.Л. Капица. После Второй мировой войны он

был репрессирован сталинским тоталитарным режимом и фактически поме-

щен под домашний арест у себя на даче в Подмосковье. Работая на даче, как

он в шутку говорил, в "избе–лаборатории" , Капица получил аналогичные
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Боголюбову результаты по стабилизации неустойчивого верхнего положения

равновесия маятника. Эти результаты были опубликованы в 1951 году [32].

Однако следует отметить, что первой публикацией по динамической стабили-

зации маятника, по видимому, была работа А.Эрдели, опубликованная еще в

1934 году [149]. К сожалению, в свое время эта работа осталась фактически

незамеченной и была вновь обнаружена в 1970–ых годах. Впоследствии эф-

фекты динамической стабилизации маятников исследовались Челомеем [100]

и нашли широкое применение для вибрационной стабилизации ракет на стар-

товых площадках.

В 1980 году в работах [70, 71] при помощи метода усреднения и численно–

аналитических методов [72, 86, 87] впервые было исследовано влияние запаз-

дывания на периодические движения и динамическую стабилизацию маят-

ника при идеальном возбуждении его точки подвеса. В этих работах было

показано, что благодаря запаздыванию, при некоторых условиях, возможно

как стабилизировать, так и дестабилизировать положения равновесия маят-

ника. В частности, были определены условия при которых верхнее положение

равновесия маятника будет всегда устойчивым, а нижнее – неустойчивым. Ис-

следование влияния запаздывания на колебательно–вращательные движения

двойного маятника и на динамическую стабилизацию его положений равно-

весия было проведено в работах [105, 106].

Следует подчеркнуть, что еще более многообразным и сложным будет

влияние запаздывания при рассмотрении задачи о колебаниях маятника в

неидеальной постановке, то есть в случае ограниченности мощности источни-

ка возбуждения колебаний. Запаздывание сигналов воздействия от источника

возбуждения к маятнику (вызванное ограниченностью скорости прохожде-

ния импульса через соединительные элементы) может обусловить значитель-

ное изменение обратного влияния колебаний маятника на функционирование

механизма возбуждения. Как мы увидим в дальнейшем, даже малое по ве-

личине, оно способно стабилизировать неустойчивые положения равновесия

маятника и, наоборот, дестабилизировать устойчивые.
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4.2 Влияние запаздывания на стабилизацию маятнико-

вых систем при идеальном возбуждении

4.2.1 Высокочастотное возбуждение

Пусть точка подвеса плоского физического маятника, возбуждаемая идеаль-

ным источником энергии, движется в вертикальной плоскости по следующе-

му закону:

z1(t) = a cos ωt, z2(t) = b sin ωt, (4.1)

где a, b и ω – постоянные. При a = b точка подвеса будет двигаться по окруж-

ности, при a 6= b – по эллипсу (рис. 4.1), при a = 0, b 6= 0 – по вертикали, а

при a 6= 0, b = 0 – по горизонтали.

Рис. 4.1: Плоский маятник с вибрирующим подвесом.

В качестве обобщенной координаты α примем угол отклонения маятника

от вертикального направления. Обозначим через l приведенную длину маят-

ника, g – ускорение силы тяжести, µ – коэффициент сопротивления среды,

в которой движется маятник. Предположим, что выполняются следующие

соотношения :
a

l
= ε ≪ 1,

b

l
= εr ≪, µ = εν, ω >

√
gl

a
. (4.2)

Тогда, следуя [70, 107], уравнение движения с учетом влияния переменного
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запаздывания может быть записано в виде :

α̈(τ) + 2qεα̇(τ) + k2ε2 sin α[τ − h(τ)]−

−ε cos(τ) cos α[τ − γ(τ)] − εr sin τ sin α[τ − γ(τ)] = 0,

(4.3)

где

τ = ωt – безразмерное время, k2 =
gl

a2ω2
, q =

ενk

2
√

g
l

.

В уравнении движения (4.3) учитываются следующие факторы запаз-

дывания. Запаздывание импульса источника возбуждения колебаний γ(t),

которое всегда имеет место в достаточно протяженных системах, вследствие

ограниченности скорости прохождения сигналов. Запаздывание эффектив-

ной восстанавливающей силы h(t), наличие которого может быть связано с

различными конструктивными особенностями маятника.

Относительно запаздываний предположим, что h(τ) и γ(τ) –

непрерывно–дифференцируемые, ограниченные (0 ≤ h(τ) ≤ R, 0 ≤ γ(τ) ≤
R) и периодические с периодом 2π функции.

Для исследования уравнения (4.3) применим метод усреднения. Сперва

вместо неизвестной функции α(τ) введем две новые неизвестные функции

ϕ(τ) и Ω(τ) по формулам [107]:

α(τ) = ϕ(τ) − ε cos τ cos ϕ(τ) − εr sin τ sin ϕ(τ),

α̇ = εΩ(τ) + ε sin τ cos ϕ[τ − γ(τ)] − εr cos τ sin ϕ[τ − γ(τ)].

(4.4)

При помощи замены переменных (4.4) уравнение (4.3) преобразуется в

систему уравнений в стандартном виде, которая удовлетворяет всем усло-

виям теоремы 3.3 из [164], обосновывающей применение метода усреднения

для систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом на

бесконечном интервале времени. Проведя операцию усреднения по методике

Хейла, изложенной в работе [164], получим следующую систему уравнений
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первого приближения :

ϕ̇(τ) = εΩ(τ),

Ω̇(τ) = ε[(AΩ(τ) − k2) sin ϕ(τ) + BΩ(τ) cos ϕ(τ) − 2qΩ(τ)+

+(C + G) sin 2ϕ(τ) + D sin2 ϕ(τ) + E cos2 ϕ(τ)];

(4.5)

здесь

A =
1

2π

2π
∫

0

−γ̇(τ) sin τdτ, B =
r

2π

2π
∫

0

−γ̇(τ) cos τdτ,

C =
1

4π

2π
∫

0

cos τ cos[τ − γ(τ)]dτ, D =
r

2π

2π
∫

0

cos τ sin[τ − γ(τ)]dτ,

E =
r

2π

2π
∫

0

− sin τ cos[τ − γ(τ)]dτ, G =
r2

2π

2π
∫

0

− sin τ sin[τ − γ(τ)]dτ.

(4.6)

Отметим, что применение методики Хейла позволяет записать систему пер-

вого приближения (4.5) как систему уравнений без явно входящего запаз-

дывания аргумента. Однако запаздывание аргумента, которое имело место в

исходной системе уравнений (4.3), продолжает оказывать существенное вли-

яние на поведение решений усредненной системы (4.5), так как величины

переменных коэффициентов (4.6) усредненной системы, в общем случае, за-

висят от запаздывания. Хотя, следует заметить, что в нашем случае значения

коэффициентов (4.6) зависят только от запаздывания импульса источника

возбуждения колебаний маятника γ(τ) и не зависят от запаздывания эффек-

тивной восстанавливающей силы h(τ).

Очевидно, что все положения равновесия системы (4.5) определяются по

формулам:

Ω = 0, ϕ = ϕ, (4.7)

где ϕ – решение уравнения

(C + G) sin 2ϕ + D sin2 ϕ + E cos2 ϕ − k2 sin ϕ = 0. (4.8)
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Исследуем устойчивость данных положений равновесия. Система уравнений

в вариациях для системы (4.5) имеет вид :

dδϕ

dτ
= εδΩ,

dδΩ

dτ
= ε[(A − k2) cos ϕ − B sin ϕ + 2(C + G) cos 2ϕ+

+(D − E) sin 2ϕ]δϕ + ε(A sin ϕ + B cos ϕ − 2q)δϕ.

(4.9)

Применяя к системе уравнений (4.9) критерий Гурвица, устанавливаем,

что достаточные условия асимптотической устойчивости положений равно-

весия системы (4.5) можно записать при помощи неравенств [107]:

A sin ϕ + B cos ϕ − 2q < 0, (4.10)

(A − k2) cos ϕ − B sin ϕ + 2(C + G) cos 2ϕ + (D − E) sin 2ϕ < 0. (4.11)

Как уже было отмечено, значения коэффициентов A, B, C, D, E и G су-

щественно зависят от запаздывания γ(τ). Поэтому запаздывание γ(τ) ока-

зывает значительное влияние как на существование положений равновесия,

так и на их устойчивость. В пространстве параметров системы уравнений

(4.5) возможно выделить значительные области, в которых фактор перемен-

ного запаздывания играет роль управляющего воздействия в стабилизации

или дестабилизации колебаний маятника. Более того, в некоторых случаях,

благодаря наличию запаздывания γ(τ), положения равновесия системы (4.5)

будут устойчивыми (неустойчивыми) независимо от остальных значений па-

раметров системы (4.5).

В работе [70], где рассматривались только постоянные запаздывания, бы-

ли локализованы некоторые области, в которых устойчивость или неустой-

чивость различных положений равновесия маятника определялась значением

постоянного запаздывания. Покажем на некоторых примерах, что перемен-

ность запаздывания приводит к существенному расширению, в пространстве

параметров, областей устойчивости (неустойчивости) положений равновесия

маятника.
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Пусть точка подвеса движется по вертикали (r = 0). Тогда одним из

возможных установившихся решений усредненной системы уравнений (4.5)

будет решение ϕ = 0, Ω = 0, соответствующее нижнему положению равно-

весия маятника. Как было установлено в [70], если k2 > 0.5, то, независимо

от значений постоянного запаздывания, данное положение равновесия всегда

устойчиво. Если же k2 < 0.5, то устойчивость решения ϕ = 0, Ω = 0 зависит

от значений постоянного запаздывания. Предположим, что γ(τ) = 2 cos τ +π.

Тогда из условий (4.10), (4.11) вытекает, что колебания маятника около ниж-

него положения равновесия всегда неустойчивы. Если же γ(τ) = sin τ +π, то

колебания равновесия маятника около нижнего положения равновесия будут

устойчивыми для всех допустимых значений k.

Рассмотрим установившееся решение системы уравнений (4.5) ϕ =

π, Ω = 0, соответствующее верхнему положению равновесия маятника. В ра-

боте [70] установлено, что при k2 > 0.5 данное положение равновесия всегда

устойчиво, а при k2 < 0.5 его устойчивость зависит от значений постоянного

запаздывания. Воспользовавшись условиями (4.10), (4.11), нетрудно убедить-

ся, что при γ(τ) = 2 cos τ+
5π

2
колебания маятника около верхнего положения

равновесия всегда устойчивы, а при γ(τ) = 2 sin τ +
5π

2
всегда неустойчивы.

Причем устойчивость (или неустойчивость) будет иметь место при всех до-

пустимых значениях a, l, ω и µ.

В заключение этого параграфа отметим, что если запаздывание γ =

const, то условия асимптотической устойчивости (4.10), (4.11) совпадают с

условиями, полученными в работе [70].

4.2.2 Резонансный случай

В предыдущем параграфе исследовалось влияние запаздывающих воздей-

ствий на динамическую устойчивость маятника с вибрирующей точкой под-

веса при высокочастотном внешнем возбуждении. Изучим поведение такой

системы в случае резонанса и при учете переменных факторов запаздыва-
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ния.

Итак, пусть точка подвеса маятника, возбуждаемая идеальным источни-

ком энергии, совершает движение по закону (4.1). Примем все обозначения

предыдущего параграфа и предположим, что выполняются условия (4.2). То-

гда уравнение движения маятника, точка подвеса которого движется по зако-

ну (4.1), при учете факторов переменного запаздывания может быть записано

в виде [70, 108]:

α̈(t) + ενα̇[t − ρ(t)] + ω2
0 sin α[t − εh(t)]−

−εω2 cos ωt cos α[t − γ(t)] − εrω2 sin ωt sin α[t − γ(t)] = 0.

(4.12)

Здесь ω0 =

√

g

l
– собственная частота маятника, g – ускорение силы тяжести.

В уравнении движения (4.12), как и в предыдущем параграфе, учиты-

ваются запаздывание импульса источника возбуждения колебаний γ(t) и за-

паздывание эффективной восстанавливающей силы h(t). Кроме того, здесь

учтено запаздывание демпфирования ρ(t), обусловленное свойствами среды,

в которой протекает колебательный процесс. Относительно запаздываний

γ(t), ρ(t), h(t) предположим, что они непрерывно–дифференцируемы, пе-

риодичны с периодом
2π

ω
, неотрицательны и ограничены:

0 ≤ ρ(t) ≤ R, 0 ≤ h(t) ≤ R, 0 ≤ γ(t) ≤ R.

Заметим, что уравнение (4.12) записано в размерном времени и, с точностью

до принятых обозначений, превращается в уравнение (4.3) при переходе к

безразмерному времени.

Рассмотрим малые колебания маятника около нижнего положения рав-

новесия. Разлагая функции sin α и cos α в ряды Тейлора, и, удерживая по
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два члена ряда, запишем уравнение (4.12) в следующем виде:

α̈(t) + ενα̇[t − ρ(t)] + ω2
0α[t − εh(t)] − ω2

0

6
α3[t − εh(t)] − εω2 cos ωt+

+
εω2

2
α2[t − γ(t)] cos ωt − εrω2α[t − γ(t)] sin ωt+

+
εrω2

6
α3[t − γ(t)] sin ωt = 0.

(4.13)

Предположим, что угловая скорость вращения точки подвеса ω близка

к удвоенной собственной частоте колебаний маятника ω0 ≈ ω

2
, то есть рас-

смотрим случай главного параметрического резонанса системы.

Для исследования системы (4.12) применим метод усреднения. Вместо

неизвестной функции α(t) введем новые неизвестные функции u(t) и v(t) по

формулам [108]:

α(t) = u(t) cos
ω

2
t − v(t) sin

ω

2
t − ε cos ωt

˙α(t) = −ω

2

[

u(t) sin
ω

2
t + v(t) cos

ω

2
t

]

+ εω sin ωt.
(4.14)

Так как рассматривается случай малых резонансных колебаний, будем счи-

тать, что величины
ω

2
− 2ω2

0

ω

и
ω2

0

3ω
max
t>0

| u(t) + v(t) |3

являются бесконечно-малыми того же порядка, что и ε. Тогда при помощи

замены (4.14) уравнение (4.13), после ряда преобразований, приводится к си-

стеме уравнений в стандартном виде, которая удовлетворяет условиям тео-

ремы 3.3 из [164], обосновывающей применение метода усреднения на беско-

нечном интервале времени для систем с переменным запаздыванием. Как и

в предыдущем параграфе, проводя усреднение по методике Хейла, получим
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следующую систему уравнений первого приближения:

u̇ = a1u + a2u
2 + c1uv + b1v + b2v

2 +
ω2

0

ω
v(u2 + v2)

v̇ = a3u + a4u
2 + c2uv + b3v + b4v

2 − ω2
0

ω
u(u2 + v2).

(4.15)

Здесь

a1 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

{

ω2
0h(t) sin2 ω

2
t − ν sin

[

ω

2
t − ω

2
ρ(t)

]

sin
ω

2
t−

−2rω sin ωt sin
ω

2
t cos

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]}

dt,

a2 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

ω cos ωt sin
ω

2
t cos2

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]

dt,

c1 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

−2ω cos ωt sin
ω

2
t cos

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]

sin

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]

dt,

b1 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

{

ω2
0

2
h(t) sin ωt − ν cos

[

ω

2
t − ω

2
ρ(t)

]

sin
ω

2
t+

+2rω sin ωt sin
ω

2
t sin

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]}

dt +
ω

4
− ω2

0

ω
,

b2 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

ω cos ωt sin
ω

2
t sin2

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]

dt,

a3 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

{

ω2
0

2
h(t) sin ωt − ν sin

[

ω

2
t − ω

2
ρ(t)

]

cos
ω

2
t−

−2rω sin ωt cos
ω

2
t cos

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]}

dt − ω

4
+

ω2
0

ω
,
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a4 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

ω cos ωt cos
ω

2
t cos2

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]

dt,

c2 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

−2ω cos ωt cos
ω

2
t cos

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]

sin

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]

dt,

b3 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

{

ω2
0h(t) cos2 ω

2
t − ν cos

[

ω

2
t − ω

2
ρ(t)

]

cos
ω

2
t+

+2rω sin ωt cos
ω

2
t sin

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]}

dt,

b4 =
ωε

4π

4π

ω
∫

0

ω cos ωt cos
ω

2
t sin2

[

ω

2
t − ω

2
γ(t)

]

dt.

(4.16)

Приравнивая нулю правые части системы уравнений (4.15), получаем

уравнения для определения положений равновесия u, v:

a1u + a2u
2 + c1uv + b1v + b2v

2 +
ω2

0

ω
v(u2 + v2) = 0

a3u + a4u
2 + c2uv + b3v + b4v

2 − ω2
0

ω
u(u2 + v2) = 0.

(4.17)

Значения величин a1−a4, b1−b4, c1−c2 существенно зависят от запаздываний

ρ(t), h(t) и γ(t), которые оказывают значительное влияние на существование

и устойчивость положений равновесия системы уравнений (4.15). Составляя

для системы (4.15) уравнения в вариациях и применяя критерий Гурвица,

нетрудно убедиться, что положения равновесия u, v будут асимптотически

устойчивыми при выполнении неравенств [108]:

a1 + b3 + 2a2u + 2b4v + c1v + c2u < 0, (4.18)

(a1 + 2a2u + c1v +
2ω2

0

ω
uv)(b3 + c2u + 2b4v − 2ω2

0

ω
uv) −

[

c1u+

+b1 + 2b2v +
ω2

0

ω
(u2 + v2) +

2ω2
0

ω
v2

][

a3 + 2a4u + c2v−

−ω2
0

ω
(u2 + v2) − 2ω2

0

ω
u2

]

< 0,

(4.19)
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Для тривиального решения u = v = 0 условия устойчивости (4.18)–(4.19)

значительно упрощаются и могут быть записаны в виде:

a1 + b3 < 0, (4.20)

a1b3 − a3b1 < 0. (4.21)

Наиболее наглядно влияние запаздываний на установившиеся колебания

маятника можно показать в том случае, когда ρ(t), h(t) и γ(t) – постоянные

величины. Действительно, пусть ρ(t) = ρ = const, h(t) = h = const, γ(t) =

γ = const.

Воспользовавшись формулами (4.16), получим следующие значения ве-

личин a1 − a4, b1 − b4, c1, c2 в усредненной системе уравнений (4.15)

a1 =
ε

2

(

ω2
0h − ν cos

ω

2
ρ − rω cos

ω

2
γ

)

,

b1 =
ω

4
− ω2

0

ω
− ε

2

(

ν sin
ω

2
ρ + rω sin

ω

2
γ

)

,

a3 =
ω2

0

ω
− ω

4
+

ε

2

(

ν sin
ω

2
ρ − rω sin

ω

2
γ

)

,

b3 =
ε

2

(

ω2
0h − ν cos

ω

2
ρ + rω cos

ω

2
γ

)

,

a2 = b2 = c1 = c2 = a4 = b4 = 0.

(4.22)

Следовательно, в случае постоянных запаздываний, положения равновесия

системы (4.15) определяются из системы уравнений:

a1u + b1v +
ω2

0

ω
v(u2 + v2) = 0,

a3u + b3v − ω2
0

ω
u(u2 + v2) = 0,

(4.23)

где значения величин a1, a3, b1 и b3 определяются по формулам (4.22).

Независимо от значений запаздывания система уравнений (4.23) имеет

тривиальное решение u0 = v0 = 0. Кроме тривиального система (4.23) допус-
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кает нетривиальные решения:

v1 =

√

−2ωa2
1(s1 + s2 + 2b1)

ω2
0[(s1 + s2)2 + 4a2

1]
, u1 =

v1

2a1
(s1 + s2),

v2 = −v1 u2 = −u1,

(4.24)

где s1 = −a3− b1, s2 =
√

(a3 + b1)2 − 4a1b3. Причем решения (4.24) существу-

ют при выполнении условий:

r2ω2 −
(

ω2
0h − ν cos

ω

2
ρ

)2

≥ 0

ω

2
− 2ω2

0

ω
− εν sin

ω

2
ρ + ε

√

r2ω2 −
(

ω2
0h − ν cos

ω

2
ρ

)2

≤ 0.

(4.25)

Система уравнений (4.23) также имеет решения:

v3 =

√

2ωa2
1(s2 − s1 − 2b1)

ω2
0[(s1 − s2)2 + 4a2

1]
, u3 =

v3

2a1
(s1 − s2),

v4 = −v3, u4 = −u3,

(4.26)

которые существуют при выполнении условий:

r2ω2 −
(

ω2
0h − ν cos

ω

2
ρ

)2

≥ 0,

ω

2
− 2ω2

0

ω
− εν sin

ω

2
ρ − ε

√

r2ω2 −
(

ω2
0h − ν cos

ω

2
ρ

)2

≤ 0.

(4.27)

Непосредственно из формул (4.24), (4.26) вытекает, что запаздывания ρ, h и

γ могут значительно изменить величины положений равновесия. Также сле-

дует отметить, что условия существования решений (4.24), (4.26), а именно,

условия (4.25), (4.27) не зависят от запаздывания импульса источника воз-

буждения колебаний γ.

Подставив значения a1, b3, a3, b1 из (4.22) в (4.20) и (4.21), получим усло-

вия асимптотической устойчивости тривиального решения в виде:

ω2
0h − ν cos

ω

2
ρ < 0, (4.28)
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ε2

[(

ω2
0h − ν cos

ω

2
ρ

)2

− r2ω2

]

+

(

ω

2
− 2ω2

0

ω
− εν sin

ω

2
ρ

)2

> 0. (4.29)

В свою очередь, нетривиальные решения (4.24), (4.26) будут асимпто-

тически устойчивыми при выполнении условий (4.18), (4.19). Так как при

постоянных запаздываниях a2 = b2 = c1 = c2 = a4 = b4 = 0, то для всех ре-

шений (4.24), (4.26) условие устойчивости (4.18) совпадает с условием (4.28).

Из полученных условий устойчивости следует, что запаздывание эффек-

тивной восстанавливающей силы дестабилизирует установившиеся режимы

колебаний маятника. Так, если

h >
ν

ω2
0

cos
ω

2
ρ,

все положения равновесия системы уравнений (4.15) будут неустойчивыми.

Кроме того, такие решения всегда неустойчивы, если запаздывание демпфи-

рования ρ удовлетворяет условию
π

ω
+

4nπ

ω
< ρ <

3π

ω
+

4nπ

ω
, n = 0, 1, 2, ....

В заключение отметим, что условия устойчивости тривиального решения

(4.28), (4.29) не зависят от запаздывания импульса источника возбуждения

δ, в то время как в нерезонансном случае это запаздывание оказывает опре-

деляющее влияние на устойчивость положений равновесия маятника.

4.3 Высокочастотная стабилизация маятниковых си-

стем при неидеальном возбуждении

4.3.1 Горизонтальное возбуждение точки подвеса

Теперь рассмотрим задачу о динамической стабилизации колебаниий плос-

кого маятника с учетом ограниченности мощности источника возбуждения.

Пусть эксцентриковый возбудитель через ползун соединен с подвесом Π ма-

ятника (рис. 4.2). Когда эксцентрик a поворачивается на угол θ, подвес по-

лучает перемещение по горизонтальной плоскости u(t) = a cos θ(t − p); по-

стоянный положительный параметр p отражает запаздывание сигнала при
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прохождении через шатун и шарниры. Если при этом маятник отклонится

от вертикали на угол α, то горизонтальная составляющая сил, приложен-

ных к подвесу и обусловленных движением маятника, может быть записана

в виде [44, 46, 84] ml(α̇(t))2 sin α(t) − mlα̈(t) cos α(t) (m — масса маятника,

l — его длина). Она создает на валу двигателя противодействующий момент

aml{[α̇(t−h)]2 sin α(t−h)−α̈(t−h) cos α(t−h) sin θ(t)}, причем h характеризу-

ет время запаздывания воздействия положения маятника при прохождении

от его центра инерции через подвес к эксцентрику. Очевидно, что h > p.

Считаем, что вертикальная составляющая сил в подвесе уравновешивается

силами реакции при его закреплении, что позволяет ему перемещаться толь-

ко горизонтально. При его движении будем учитывать вязкое трение βu̇(t),

где β — коэффициент вязкого трения.

a

D

x

z

b
q

a

Ï

m

l

Рис. 4.2: Горизонтальное возбуждение точки подвеса

Следовательно, вращение вала двигателя при учете момента силы тре-

ния βau̇(t − p) sin θ(t) описывается следующим уравнением [44, 46]:

Iθ̈(t) = L[θ̇(t)] − H[θ̇(t)] − mla{[α̇(t − h)]2 sin α(t − h) − α̈(t −
− h) cos α(t − h)} sin θ(t) − βa2θ̇(t − 2p) sin θ(t − 2p) sin θ(t). (4.30)

Здесь L[θ̇(t)] — движущий момент; H[θ̇(t)] — внутренний момент сил сопро-

тивления вращению ротора двигателя [174]; I — момент инерции.

При горизонтальных колебаниях подвеса движение маятника с учетом

запаздывания его реакции на перемещения подвеса, равного γ, будет описы-
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ваться уравнением вида [12, 44, 46, 70]

α̈(t) + λα̇(t) +
g

l
sin α(t) − a

l
{[θ̇(t − h)2 cos θ(t − h)−

−θ̈(t − h) sin θ(t − h)} cos α(t) = 0, (4.31)

где λ — коэффициент вязкого сопротивления среды, в которой движется

маятник; g — ускорение свободного падения; h = p + γ.

Система нелинейных уравнений (4.30) – (4.31) отражает процесс взаимо-

действия вращения вала электродвигателя ограниченной мощности и коле-

баний маятника с вибрирующим по горизонтальной плоскости подвесом. От-

носительно физических параметров этого процесса введем следующие пред-

положения. Пусть эксцентриситет возбудителя a намного меньше l, а ско-

рость вращения вала θ̇ значительно превышает собственную частоту маят-

ника ω0 =

√

g

l
. Другими словами, реализуются необходимые условия для

проявления эффекта высокочастотной стабилизации маятника, когда

θ̇ > ω0
l

a
;

a

l
= ε ≪ 1. (4.32)

Здесь ε — малый положительный параметр.

Предположим, что момент трения в подвесе и сила трения пропорцио-

нальны малому параметру. Введем замену переменных

θ̇(t) = ω(t) (4.33)

и, кроме того, перейдем к быстрому времени τ = ct, где c — скорость враще-

ния вала возбудителя без нагрузки. Считаем, что обратное влияние маятника

на возбудитель таково, что
ω

c
= 1+ ε, где ε достаточно мало. Так как в даль-

нейшем будут исследоваться режимы движения, близкие к стационарным, в

качестве L(ω) используем статическую характеристику возбудителя, когда

L(ω) − H(ω)

Ic
= εM(ω). (4.34)

Тогда вместо системы уравнений (4.30) – (4.31) получим эквивалентную ей
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систему

dω(τ)

dτ
= εM [ω(τ)] − p1ω1

k

{[

dα(τ − ∆)

dτ

]2

sin α(τ − ∆)+

+

[

εµ
dα(τ − ∆)

dτ
+ ε2k2 sin α(τ − ∆)

]

cos α(τ − ∆) − ε

[

ω2(τ − 2∆)

c2
×

× cos θ(τ − 2∆) − εk

ω0
· dω(τ − 2∆)

dτ
sin θ(τ − 2∆)

]

×

× cos2 α(τ − ∆)

}

sin θ(τ) − εp2
ω(τ − 2q)

c
sin θ(τ − 2q) sin θ(τ);

(4.35)

d2α(τ)

dτ 2
+ εµ

dα(τ)

dτ
+ ε2k2 sin α(τ) − ε

[

ω2(τ − ∆)

c2
cos θ(τ − ∆)−

− εk

ω0
· dω(τ − ∆)

dτ
sin θ(τ − ∆)

]

cos α(τ) = 0;

dθ(τ)

dτ
=

ω(τ)

c
.

В системе уравнений (4.35) введены следующие обозначения:

εp1 =
mal

I
; εp2 =

βa2

I
; εµ =

λ

c
; k2 =

gl

a2c3
; ∆ = ch; q = cp. (4.36)

Для исследования (4.35) применим метод усреднения. Посредством замены

переменных [44, 46]

α(τ) = x(τ) − ε cos θ cos x(τ);

dα(τ)

dτ
= εy(τ) + ε

ω(τ − ∆)

c
sin θ(τ − ∆) cos x(τ), (4.37)

которая является модификацией замены переменных, предложенных в работе

[12], система уравнений (4.35) преобразуется к виду [44, 46]:

dω

dτ
= ε

[

M [ω(τ)] +
p1ω0

k
· ω2(τ − 2∆)

c2
cos2 x(τ − ∆) cos θ(τ−

− 2∆) sin θ(τ) − p2
ω(τ − 2q)

c
sin θ(τ − 2q) sin θ(τ)

}

+ ε2 . . . ;

dx(τ)

dτ1
= ε

{

y(τ) + cos x(τ)

[

ω(τ − ∆)

c
sin θ(τ − ∆) − ω(τ)

c
sin θ(τ)

]}

+ ε2 . . . ;

(4.38)
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dy(τ)

dτ
= ε

{

y(τ) + cos x(τ)

[

ω(τ − ∆)

c
sin θ(τ − ∆) − ω(τ)

c
sin θ(τ)

]}

×

× sin θ(τ − ∆)
ω(τ − ∆)

c
sin x(τ) − ε

[

µy(τ) + µ cos x(τ)
ω(τ − ∆)

c
×

× sin θ(τ − ∆) + k2 sin x(τ)−

− ω2(τ − ∆)

c2
cos θ(τ − ∆) cos θ(τ) sin x(τ) cos x(τ)

]

+ ε2 . . . .

Как уже было отмечено, целью исследования являются установившиеся

режимы взаимодействия. Поэтому, учитывая структуру системы уравнений

(4.38), функцию в первом приближении можно представить так [174]:

θ(τ) =
ω(τ)

c
τ + εΦ(τ), (4.39)

где Φ(τ) — некоторая периодическая функция.

Используя (4.39), получаем систему уравнений, которая удовлетворяет

всем условиям теоремы 3.3 [164], обосновывающей применение метода усред-

нения для систем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргумен-

том на бесконечном интервале времени. Проведя операцию усреднения по

явно входящему времени по методике, изложенной в работе [164], приходим

к следующей системе уравнений первого приближения:

dω

dt
= ε

[

M(ω) +
p1ω0ω

2

2kc2
sin

2ω∆

c
cos2 x − p2ω

2c
cos

2ωq

c

]

;

dx

dτ
= εy;

dy

dτ
= ε

(

− µy − k2 sin x +
ω2

4c2
cos

ω∆

c
sin 2x

)

.

(4.40)

Отметим, что теорема 3.3 [164] дает возможность проводить процедуру

усреднения без каких-либо ограничений на порядок запаздываний.

Определим стационарные решения ω, y, x системы (4.40). Можно убе-

диться, что y = 0, а ω и x определяются из уравнений

M(ω) +
p1ω0ω

2

2kc2
sin

2ω∆

c
cos2 x − p2ω

2x
cos

2ωq

c
= 0; (4.41)
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sin x

(

k2 − ω2

2c2
cos

ω∆

c
cos x

)

= 0.

Как видно из (4.41), запаздывание импульсов сил от источника к маят-

нику k =
∆

c
и от источника к подвесу p =

q

c
существенно влияет на значения

скорости вращения вала возбудителя ω и величину угла отклонения маятни-

ка x. Известно, что силы трения в колебательных системах с ограниченным

возбуждением при стационарных режимах взаимодействия создают моменты

сопротивления вращательному движению вала, которые способствуют умень-

шению скорости вращения [98, 174]. При отсутствии запаздывания, q = 0,

именно таково влияние сил вязкого трения в подвесе, но усредненный момент

этих сил может быть как противодействующим

(

cos
2ωq

c
> 0

)

, так и способ-

ствующим увеличению скорости вращения cos
2ωq

c
< 0, когда сила вязкого

трения играет роль «отрицательного» трения. Член εIc
p1ω0

2k
· ω2

c2
cos2 x вы-

ражает собой усредненный момент, необходимый на поддержание маятника

в районе угла x, так как согласно [164] маятник совершает малые колеба-

ния около положения x. При отсутствии запаздывания этот момент равен

нулю. При наличии запаздывания он может быть моментом сопротивления
(

например, при
π

2
<

ω∆

c
< π

)

и положительным моментом, приводящим

к увеличению ω. Последнее физически возможно, так как силы трения в

маятнике полагались пренебрежимо малыми
λ

c
= εµ и, кроме того, при ста-

ционарных режимах не учитывается энергия источника, которая пошла на

«раскрутку» системы [83].

Система трансцендентных уравнений (4.41) допускает бесконечное мно-

жество решений. Выделим из этого множества некоторые возможные классы

решений. Например, (4.41) имеет решение вида

x = nπ; n = 0,±1,±2, . . . , (4.42)

а ω определяются из уравнения

M(ω) +
p1ω0ω

2

2kc2
+ sin

2ω∆

c
− p2ω

2c
cos

2ωq

c
= 0. (4.43)
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Этому классу решений соответствуют колебания маятника около нижнего

(n — четное) или верхнего (n — нечетное) положений.

Кроме того, система уравнений (4.41) имеет решения следующего типа:

x = ± arccos
2k2c2

ω2 cos ω∆
c

+ 2nπ (n = 0,±1,±2, . . .), (4.44)

где ω — решение уравнения

M(ω) +
4p1ω0k

3c2

ω2 tg
ω∆

c
− p2ω

2c
cos

2ωq

c
= 0. (4.45)

Исследуем устойчивость полученных стационарных решений. Система

уравнений в вариациях, построенная для системы (4.40), имеет вид

dδω

dτ
= ε(Aδω + Fδx);

dδx

dt
= εδy;

dδy

dτ
= ε(Bδω + Dδx + Eδy).

(4.46)

Здесь

A =
∂M(ω)

∂ω

∣

∣

∣

∣

ω=ω

+
p1ω0ω

kc2
sin

2ω∆

c
cos2 x +

p1ω0ω
2∆

c3
cos×

× 2ω∆

c
cos2 x − p2

2c
cos

2ωq

c
+

p2ωq

c2
sin

2ωq

c
;

F = −p1ω0ω
2

kc2
sin

2ω∆

c
cos x sin x; E = −µ; B =

ω

2c
cos

ω∆

c
×

× sin 2x − ω2∆

4c3
sin

ω∆

c
sin 2x; D =

ω2

2c2
cos

ω∆

c
cos 2x − k2 cos x.

(4.47)

Из анализа полученной системы в вариациях (4.46) устанавливаем, что

достаточные условия асимптотической устойчивости стационарных решений

системы уравнений (4.40) можно записать при помощи неравенств [44, 46]:

A + E < 0; DA − FB > 0; FB + ED > AE(A + E). (4.48)

Для решений (4.42) – (4.43) условия устойчивости можно значительно упро-

стить. В этом случае B = F = 0, поэтому (4.48) эквивалентны выполнению
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соотношений

∂M(ω)

∂ω

∣

∣

∣

∣

ω=ω

+
p1ω0ω

kc2

(

sin
2ω∆

c
+

ω∆

c
cos

2ω∆

c

)

−

− p2

c

(

1

2
cos

2ωq

c
− ω

c
q sin

2ωq

c

)

< 0;
(4.49)

cos
ω∆

c
< (−1)n 2gl

a2ω2 . (4.50)

Если
gl

a2ω2 >
1

2
, то, независимо от значений запаздывания ∆, условие

(4.50) выполняется при n — четном и не выполняется при n — нечетном. В

том случае, когда
gl

a2ω2 <
1

2
, справедливость неравенства (4.50) существен-

но зависит от значений ∆. Заметим, что если ω — заданная постоянная, то

условие (4.50) совпадает с полученным в работе [70] условием устойчивости

маятника при возбуждении его идеальным источником энергии.

Обозначим через S(ω) следующее выражение:

S(ω) =
p1ω0ω

2

2kc2
sin

2ω∆

c
− p2ω

2c
cos

2ωq

c
.

Так как для реальных источников возбуждения
∂M

∂ω

∣

∣

∣

∣

ω=ω

< 0, то условие

(4.49) всегда имеет место, например, при

3π

4
<

ωq

c
< π;

3π

2
<

ω∆

c
<

9π

4
. (4.51)

В этом случае функция S(ω) будет отрицательной и ω < c. Однако соот-

ношения (4.49) и (4.50) могут быть справедливы не только при выполнении

неравенств (4.51) (особенно при крутой характеристике двигателя [174]), но

и при положительности слагаемых S(ω), что способствует увеличению ско-

рости вращения вала.

Проиллюстрируем сказанное конкретным примером, когда система име-

ет следующие параметры:

L(ω) = (83, 4 − 0, 083ω)H · м; H(ω) = 1, 666 · 10−3ωH · м;

I = 0, 033 кг · м2; m = 0, 033 кг; β = 1, 86 кг · сек−1; a = 0, 02 м;
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l = 2 м; c = 980, 4 рад · сек−1.

Среди допустимых решений (4.44) рассмотрим решение x = π. Ему со-

ответствуют малые периодические колебания маятника около верхнего вер-

тикального положения [164]. При отсутствии запаздывания в системе такие

колебания всегда неустойчивы как при идеальном, так и неидеальном ис-

точнике возбуждения. Однако наличие запаздывания позволяет стабилизи-

ровать маятник в верхнем положении. Проследим влияние запаздываний на

изменение скорости вращения ω и устойчивость стационарного режима ω;

x = π; y = 0. На рис. 4.3а изображены графики функций M(ω) (прямая RQ)

и (кривые 1, 2, 3) для рассматриваемого случая. Кривой 1 соответствуют

запаздывания h = 0, 0083; p = 0, 002 и ω отвечает точка P , в которой режим

является устойчивым (условия (4.49), (4.50) выполняются). Для h = 0, 035 и

p = 0, 003 уравнение (4.43) имеет два корня, а функция S(ω) — вид кривой

2, но режим, параметры которого характеризует точка Q, будет неустойчив,

так как не выполняется условие (4.49). При дальнейшем увеличении запазды-

ваний (h = 0.075; p = 0, 025) S(ω) получает вид кривой 3, когда существует

уже три корня уравнения (4.43) (в рассматриваемом диапазоне
ω

c
= 1 + ε).

При этом верхнее положение маятника устойчиво при значениях ω в точ-

ках N и G, причем в G, ω > c. Следовательно, если переходной процесс при

подходе к установившемуся режиму характеризуется значениями ω, которые

меньше c, то система стабилизируется на частоте ω, отвечающей точке N .

Если же переходной процесс имеет интервалы со сменяющими друг друга

ускорением и торможением вращения вала двигателя, то возможен второй

режим (точка G), если система к нему приближается при ω > c. И наконец,

если предположить наличие в системе большого запаздывания (что присуще

крупногабаритным протяженным механизмам) h = 0, 2; p = 0, 09, то ко-

личество возможных установившихся режимов ощутимо увеличивается. На

рис. 4.3б показано 11 точек пересечения M(ω) и S(ω), однако только 1, 5 и 11

точкам (на рисунке выделены кружочками) отвечают устойчивые режимы.
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Рис. 4.3: Влияние запаздываний на существование и устойчивость стационарных решений.

Видно, что в четных точках пересечения не выполняется условие (4.49) (то

есть маятник с идеальным возбуждением мог быть устойчив), а в остальных

— условие (4.50) (источник работает с A < 0, но маятник неустойчив).

4.3.2 Вертикальное возбуждение точки подвеса

Рассмотрим высокочастотную стабилизацию маятника неидеальным источ-

ником энергии при наличии запаздывания прямого и обратного воздействий.

Пусть эксцентриковый возбудитель через ползун вызывает вертикальные ко-

лебания подвеса Π маятника (рис. 4.4). При повороте эксцентрика a на угол

Θ подвес получает перемещение v(t) = a sin Θ(t − p). Постоянный положи-

тельный параметр введен для учета запаздывания реакции при прохождении

сигнала воздействия через ползун и шарниры связи. Если маятник отклонил-

ся на угол α, то вертикальная составляющая сил, приложенных к подвесу,

равна mg +mlα̇2(t) cos α(t)+mlα̈(t) sin α(t) [45, 84], что создает на валу дви-

гателя момент am[g + lα̇2(t − h) cos α(t − h) + α̈(t − h) sin α(t − h)], где m —

масса маятника, g — ускорение свободного падения, l — длина маятника, h —

запаздывание влияния положения маятника на вращение вала.
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Рис. 4.4: Вертикальное возбуждение точки подвеса.

Вертикальным перемещениям подвеса противодействует сила вязкого

трения βv̇(t), где β — коэффициент вязкого трения. Тогда вращение ва-

ла двигателя с учетом противодействующего момента силы трения βav̇(t −
p) cos Θ(t) подчинено уравнению вида [45]:

IΘ̈(t) = L[Θ̇(t)] − H[Θ̇(t)] − am[g + lα̇2(t − h) cos(t − h) +

+ α̈(t−h) sin α(t − h)] cos Θ(t)−βaΘ̇(t−2p) cos Θ(t−2p) cos Θ(t),(4.52)

где L[Θ̇(t)] — движущий момент; H[Θ̇(t)] — внутренний момент сил сопро-

тивления вращению ротора: I — момент инерции ротора [174].

При вертикальной вибрации подвеса колебания маятника с учетом за-

паздывания его реакции на перемещения подвеса, равного n1 (h = p + n1),

будут описываться уравнением [12, 45, 70]

α̈(t) + λα̇(t) +
g

l
sin α(t) − a

l
[Θ̇2(t − h) sin Θ(t − h)+

+Θ̈(t − h) cos Θ(t − h)] sin α(t) = 0, (4.53)
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где λ — коэффициент вязкого сопротивления среды.

Система связанных нелинейных уравнений (4.52), (4.53) свидетельствует

о сложном процессе взаимодействия вращения вала двигателя и колебаний

маятника при вертикальной вибрации подвеса. Рассмотрим возможность ди-

намической стабилизации маятника около некоторых углов отклонения от

вертикали, когда потребление энергии маятником может существенно кор-

ректировать режим вращения вала двигателя. При этом налагаем следую-

щие ограничения на параметры системы. Пусть эксцентриситет a намного

меньше l, а скорость вращения вала Θ̇ значительно превосходит собственную

частоту маятника ω0 =

√

g

l
, т.е. реализуются условия, необходимые для вы-

сокочастотной стабилизации маятника, когда Θ̇ >
ω0l

a
,

a

l
= ε ≪ 1, где ε —

малый положительный параметр.

Введем замену переменных Θ̇(t) = ω(t) и перейдем в системе (4.52),

(4.53) к быстрому времени τ = ct, где c — скорость вращения вала двигате-

ля, не нагруженного маятником. Считаем, что обратное влияние маятника на

возбудитель сказывается на скорости вращения вала таким образом, что
ω

c
=

1+ε, где ε достаточно малая величина. В качестве L[ω(τ)] используем стати-

ческую характеристику возбудителя, когда
L[ω(τ)] − H[ω(τ)]

Ic
= εM [ω(τ)]. В

результате система уравнений (4.52), (4.53) преобразуется в эквивалентную

ей систему

dΘ(τ)

dτ
=

ω(τ)

c
,

dω(τ)

dτ
= εM [ω(τ)] − εp1

c
ω2

0 cos Θ(τ) − p1ω0

k
×

×
{[

dα(τ − ∆)

dτ

]2

cos α(τ − ∆) + ε

[

ω2(τ − 2∆)

c2
sin Θ(τ − 2∆)+

+
kε

ω0

dω(τ − 2∆)

dτ
cos Θ(τ − 2∆)

]

sin2 α(τ − ∆) − εµ
dα(τ − ∆)

dτ
sin α(τ − ∆)−

(4.54)
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− ε2k2 sin2 α(τ − ∆)

}

cos Θ(τ) − εp2
ω(τ − 2q)

c
cos θ(τ − 2q) cos Θ(τ),

d2α(τ)

dτ 2
+ εµ

dα(τ)

dτ
+ k2ε2 sin α(τ) − ε

[

ω2(τ − ∆)

c2
sin Θ(τ − ∆)+

+
kε

ω0

dω(τ − ∆)

dτ
cos Θ(τ − ∆)

]

sin α(τ) = 0,

где

εp1 =
mal

I
, εp2 = βa2I, εµ =

λ

c
, k2 =

gl

a2c2
, ∆ = ch, q = cp.

Для исследования системы уравнений (4.54) применим метод усредне-

ния. Посредством замены переменных [45]

α(τ) = x(τ) − ε sin Θ(τ) sin x(τ),

dα(τ)

dτ
= εy(τ) − ε

ω(τ − ∆)

c
cos Θ(τ − ∆) sin x(τ),

(4.55)

которая является модификацией замены, предложенной в [12], система (4.54)

приводится к виду [45]:

dΘ(τ)

dτ
=

ω(τ)

c
,

dω(τ)

dτ
= εM [ω(τ)] − εp1ω0

k

ω2(τ − 2∆)

c2
×

× sin Θ(τ − 2∆) cos Θ(τ) sin2 x(τ − ∆) − εp2
ω(τ − 2q)

c
cos Θ(τ − 2q)×

× cos Θ(τ) + ε2 . . . , (4.56)

dx(τ)

dτ
= εy(τ) + ε sin x(τ)

[

ω(τ)

c
cos Θ(τ) − ω(τ − ∆)

c
cos Θ(τ − ∆)

]

+ ε2 . . . ,

dy(τ)

dτ
=

ω(τ − ∆)

c
cos Θ(τ − ∆) cos x(τ)

{

εy(τ) + ε sin x(τ)

[

ω

c
cos Θ(τ)−

− ω(τ − ∆)

c
cos Θ(τ − ∆)

]}

− µ

[

εy(τ) − ε
ω(τ − ∆)

c
cos Θ(τ − ∆) sin x(τ)

]

−

− k2ε sin x(τ) −
[

ω2(τ − ∆)

c2
sin Θ(τ − ∆)

]

ε sin Θ(τ) sin x(τ) cos x(τ).

Целью дальнейшего исследования будут установившиеся режимы взаимодей-

ствия. Поэтому, учитывая структуру уравнений (4.56), функцию Θ(τ) в пер-

вом приближении, можно представить в виде [174]

Θ(τ) =
ω(τ)τ

c
+ εΦ(τ), (4.57)
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где Φ(τ) — некоторая периодическая функция.

Используя (4.57), получим систему уравнений, которая удовлетворяет

всем условиям теоремы 3.3 работы [164], обосновывающей применение метода

усреднения для систем дифференциальных уравнений с запаздывающим ар-

гументом на бесконечном интервале времени. Проводя операцию усреднения

по явно входящему времени τ по методике, предложенной в [164], приходим

к системе уравнений первого приближения

dω

dτ
= ε

[

M(ω) +
p1ω0ω

2

2kc2
sin

2ω∆

c
sin2 x − p2ω

2c
cos

2qω

c

]

,

dx

dτ
= εy,

dy

dτ
= −εµy − k2ε sin x − ε

ω2

2c2
cos

ω∆

c
sin x cos x.

(4.58)

Приступим к отысканию стационарных решений ω, x, y системы (4.58),

соответствующих положениям равновесия. Очевидно, что y = 0, а ω и x

определяются из уравнений

M(ω) +
p1ω0ω

2

c2
sin

2ω∆

c
sin2 x − p2ω

2c
cos

2qω

c
= 0,

sin x

(

k2 +
ω2

2c2
cos

ω∆

c
cos x

)

= 0.
(4.59)

Согласно [164], стационарному решению (0, ω, x) усредненной системы

(4.58) соответствует единственное периодическое решение точной системы.

Это означает, что маятник совершает малые колебания около угла x при

скорости вращения вала, близкой ω. Как следует из уравнений (4.59), за-

паздывание воздействий изменяет как скорость ω, так и величину угла x.

Особо следует подчеркнуть, что наличие запаздывания может привести к по-

явлению стационарных скоростей вращения вала ω, больших чем c (скорость

вращения вала без нагрузки), что не характерно для колебательных систем

с ограниченным возбуждением [98, 174]. Вышеуказанный эффект возникает

потому, что запаздывание может проводить значительную коррекцию сил,

действующих на систему. Так, сила вязкого трения в подвесе при некото-

рых значениях запаздывания может преобразовываться в «отрицательное»
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трение. Кроме того, второй момент в первом уравнении (4.59) может быть

(исключительно благодаря ∆ 6= 0) положительным. Все это приводит к по-

явлению решений ω, бо́льших c.

Система трансцендентных уравнений (4.59) допускает бесконечное мно-

жество решений, которые распадаются на два класса решений. Первый – это

решения вида:

y = 0, x = nπ, n = 0,±1,±2, . . . , (4.60)

а ω определяется из уравнения

M(ω) = S1(ω), S1(ω) =
p2ω

2c
cos

2ωq

c
. (4.61)

Этому классу решений соответствуют малые колебания маятника около

нижнего (n — четное) или верхнего (n — нечетное) положений равновесия.

Заметим, что запаздывание h не влияет на существование первого класса

решений.

Ко второму классу стационарных решений системы уравнений (4.59),

соответствующих ее положениям равновесия, принадлежат решения

x = ± arccos
−2k2c2

ω2 cos ω∆
c

+ 2nπ, n = 0,±1,±2, ..., (4.62)

где ω — решение уравнения

M(ω) = S2(ω);

S2(ω) = −p1ω0ω
2

2kc2
sin

2ω∆

c

[

1 − 4k2c4

ω4 cos2 ω∆
c

]

+
p2ω

2c
cos

2ωq

c
.

(4.63)

Этот класс решений описывает малые колебания маятника около, так

называемых, "промежуточных" (между верхним и нижним) положений рав-

новесия. Причем для некоторых ω не существует решений уравнения (4.62).

Если же решения (4.62) существуют, то как для первого (4.60), (4.61), так

и для второго (4.62), (4.63) класса решений каждой стационарной скорости

вращения ω соответствуют два стационарных угла отклонения маятника x1,
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x2, лежащие в интервале [0, 2π). Все остальные решения представимы в виде

xi ± 2nπ, n = ±1,±2, . . . (i = 1; 2).

Исследуем устойчивость стационарных решений системы (4.58). Система

уравнений в вариациях, построенная для системы (4.58), имеет вид

dδω

dτ
= ε(Aδω + Fδx),

dδx

dτ
= εδy,

dδy

dτ
= ε(Cδω + Dδx + Eδy),

(4.64)

где

A =
dM(ω)

dω
+

p1ω0ω

kc2
sin

2ω∆

c
sin2 x +

p1ω0ω
2∆

kc3
cos

2ω∆

c
sin2 x−

−p2

2c
cos

2ωq

c
+

p2ωq

c
,

F =
p1ω0ω

2

kc2
sin x cos x sin

2ω∆

c
, C = −ω

c2
cos

ω∆

c
sin x cos x+

ω2∆

2c3
sin

ω∆

c
sin x cos x,

D = −k2 cos x − ω2

2c2
cos

ω∆

c
cos 2x, E = −µ.

(4.65)

Воспользовавшись критерием Гурвица, достаточные условия асимптотиче-

ской устойчивости стационарных решений можно записать при помощи нера-

венств [45]:

A + E < 0, DA − F > 0, FC + ED > AE(A + E). (4.66)

Для первого класса решений (4.60), (4.61) полученные условия суще-

ственно упрощаются и принимают следующий вид:

dM(ω)

dω
− p2

2c
cos

2ωq

c
+

p2ωq

c2
sin

2ωq

c
< 0,

cos
ω∆

c
> (−1)n+1 2gl

a2ω2 .

(4.67)
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Если
gl

a2ω2 >
1

2
, то условие (4.67) выполняется (при всех ∆) для n четного

и (при всех ∆) не выполняется для n нечетного. Когда же
gl

a2ω2 <
1

2
справед-

ливость неравенства (4.67) существенно зависит от ∆. Следует отметить, что

условие (4.67) совпадает с полученным в работе [70] условием устойчивости

маятника при идеальном возбуждении, когда ω является наперед заданной

постоянной величиной.

Рассмотрим на конкретном примере, как сложно и многообразно при

наличии запаздывания может протекать процесс взаимодействия вращения

вала двигателя и малых колебаний маятника около определенных положений

динамического равновесия. Для изучения характерных особенностей процес-

са взаимодействия ограничимся теми положениями равновесия x, которые

удовлетворяют условию 0 ≤ x < 2π. Пусть система имеет следующие пара-

метры: L(ω) = (8, 5 − 0, 0085ω) кГ·м; H(ω) = 1, 7 · 10−4ω кГ·м; I = 3, 4 · 10−3

кГ·м сек2; m = 3, 4 · 10−3 кГ·м−1сек2; a = 0, 02 м; l = 2 м; β = 0, 2 кГ·м−1 сек;

c = 980, 4 рад·сек−1. Проследим влияние запаздываний на существование и

устойчивость стационарных режимов взаимодействия. На рис. 4.5а представ-

лены графики функций
M(ω)

c
(прямая 1),

S1(ω)

c
(кривая 2) и

S2(ω)

c
(кривые

3 и 4) при h =
∆

c
= 0, 0083, p =

q

c
= 0, 02. Пересечение линий 1 и 2 опре-

деляет решение уравнения (4.61), а точки пересечения прямой 1 с кривыми

3, 4 являются решениями уравнения (4.63). Как уже было отмечено, каждой

стационарной скорости соответствуют колебания маятника около двух поло-

жений динамического равновесия. Исследование устойчивости показало, что

устойчивыми будут лишь режимы взаимодействия со стационарной скоро-

стью вращения вала ω = 0, 998c (точка T на рис. 4.5а). В этом случае ма-

ятник совершает устойчивые малые колебания около положения x1 = 1, 166

рад или x2 = 5, 48 рад. Стабилизировать колебания маятника около нижнего,

верхнего и остальных промежуточных положений равновесия невозможно.

Увеличим величину запаздываний. Пусть h = 0, 075, а p = 0, 025. На
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а б

Рис. 4.5: Влияние запаздываний на существование и устойчивость стационарных режимов.

рис. 4.5б функция
S1(ω)

c
имеет вид кривой 2,

S2(ω)

c
разбивается на три ветви

(кривые 3, 4, 5). Прямая
M(ω)

c
от значений запаздывания не зависит. Как

видно из рис. 4.5б, имеется корень ω уравнения (4.61) и три корня уравнения

(4.63). Поэтому существует одна стационарная скорость для колебаний ма-

ятника около верхнего и нижнего положений и три стационарные скорости,

при которых возможны движения маятника около шести промежуточных по-

ложений равновесия. Устойчивыми будут лишь режимы взаимодействия со

скоростями вращения вала двигателя, соответствующими точкам пересече-

ния P и R на рис. 4.5б. При ω = 0, 97c (точка P ) маятник совершает устой-

чивые колебания около положений x1 = 1, 331 рад или x2 = 4, 892 рад, а

при ω = 1, 001c (точка R) — около положений x1 = 1, 01 рад или x2 = 5, 27

рад. Интересно отметить, что точке R соответствует устойчивый режим со

скоростью вращения вала ω > c. В этом случае запаздывание в системе тако-

во, что момент сил обратного воздействия маятника на возбудитель является

положительным, а не моментом противодействия.

При дальнейшем увеличении запаздываний (h = 0, 2; p = 0, 09) чис-

ло возможных стационарных решений заметно увеличивается. На рис. 4.6а
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Рис. 4.6: Влияние запаздываний на существование и устойчивость стационарных режимов.

точки пересечения прямой 1 (график функции
M(ω)

c
) и кривых 2, 3 (гра-

фик функции
S1(ω)

c
) являются решениями уравнения (4.61). Как видно из

рисунка, существуют четыре стационарные скорости вращения вала двига-

теля ω для первого класса решений (4.60), (4.61). Однако устойчивые режи-

мы взаимодействия возможны только при скоростях ω = 0, 96c (точка Q) и

ω = 0, 989c (точка W). Причем при таких скоростях маятник стабилизирует-

ся как в нижнем, так и в верхнем положении равновесия.

Графическое решение уравнения (4.63) представлено на рис. 4.6б. Здесь

существует 9 стационарных решений уравнения (4.63), которым соответству-

ют малые колебания маятника около 14 промежуточных положений дина-

мического равновесия, так как для двух корней уравнения (4.63) решений

уравнения (4.62) не существует. Все найденные стационарные решения будут

неустойчивыми. Заметим, что реализация какого-либо конкретного из устой-

чивых режимов взаимодействия зависит от начальных условий и протекания

переходного режима при подходе к установившемуся.

Рассмотрим дополнительно к уже учтенным факторам запаздывания

также ρ(t) – запаздывание реакции среды на динамическое состояние ма-
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ятника. Наличие этого запаздывания, объясняется ограниченностью скоро-

сти звука в среде, в которой колеблется маятник. Предположим, что ρ(t) –

неотрицательная, равномерная почти периодическая при t ∈ (−∞,∞) функ-

ция. Учет дополнительного фактора запаздывания приведет к появлению в

уравнении (4.53) слагаемого λα̇[t − ρ(t)] ([109]) вместо слагаемого λα̇(t). Все

остальные члены системы уравнений движения (4.52)–(4.53) останутся неиз-

менными. Далее, полностью повторяя проделанные в начале этого параграфа

процедуры (замены переменных, преобразования уравнений и усреднение),

получим следующую усредненную систему уравнений [109]:

dω

dτ
= ε

[

M(ω) +
p1ω0ω

2

2kc2
sin

2ω∆

c
sin2 x − p2ω

2c
cos

2qω

c

]

,

dx

dτ
= εy,

dy

dτ
= −ε(µy + k2 sin x +

ω2

2c2
cos

ω∆

c
sin x cos x − µω

c
G(ω, ∆, η)),

(4.68)

где

G(ω, ∆, η) = lim
T→∞

T
∫

0

cos(
ω

c
τ − ω

c
∆ − ω

c
η(τ))dτ, η(τ) = cρ(

τ

c
). (4.69)

Как видим, усредненная система (4.68), которая получена при учете запазды-

вания среды, отличается от системы (4.58) наличием одного дополнительного

члена в третьем уравнении. Этот дополнительный член зависит от запазды-

вания реакции среды и запаздывания влияния положения маятника на вра-

щение вала двигателя.

Очевидно, что стационарные решения системы (4.68) также распадаются

на два класса. Причем первый класс решений, как и в предыдущем случае,

определяется из соотношений (4.60) – (4.61).

Ко второму классу принадлежат решения вида:

y = 0, x = ± arccos
2c2

ω2 cos ω∆
c

[

µω

c
G(ω, ∆, η) − k2

]

+

+2nπ, n = 0,±1,±2, ...,

(4.70)
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где ω – решение уравнения

M(ω) = −p1ω0ω
2

2kc2
sin

2ω∆

c

{

1−

− 4c4

ω4 cos2 ω∆
c

[

µω

c
G(ω, ∆, η) − k2

]}

+
p2ω

2c
cos

2ωq

c
.

(4.71)

Причем решения (4.71) существуют только при выполнении условия
∣

∣

∣

∣

µω
c G(ω, ∆, η) − ck2

cos ω∆
c

∣

∣

∣

∣

≤ ω2

2c
(4.72)

Таким образом, запаздывание реакции среды η(τ) влияет на существование,

количественное значение и число стационарных решений второго класса.

Условия асимптотической устойчивости обоих классов стационарных ре-

шений по прежнему записываются при помощи неравенств (4.66). Однако

теперь в этих неравенствах величины A, F, E определяются по формулам

(4.65), а величины C, D – по формулам [109]:

C =
ω

c2

(

ω∆

2c
sin

ω∆

c
− cos

ω∆

c

)

sin x cos x+

+
µ

c

[

G(ω, ∆, η) + ω
∂G(ω, ∆, η)

∂ω

]

sin x;

D =

[

µω

c
G(ω, ∆, η) − k2

]

cos x − ω2

2c2
cos

ω∆

c
cos 2x.

(4.73)

Для первого класса стационарных решений условия устойчивости упро-

щаются. Они могут быть записаны при помощи двух неравенств. Причем

первое из этих неравенств совпадает с первым из неравенств (4.67), а второе

имеет вид

2 cos
ω∆

c
>

(−1)nc2

ω2

[

µω

c
G(ω, ∆, η) − k2

]

. (4.74)

Как видно из полученных условий устойчивости, различные факторы за-

паздывания, в том числе запаздывание реакции среды, оказывают существен-

ное влияние на устойчивость стационарных решений системы (4.68). Даже

при незначительном изменении запаздываний величины A, F, C, D могут ме-

нять свой знак на противоположный, что приводит к заметному изменению

границ областей устойчивости системы (4.68).
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В качестве демонстрации такого влияния запаздываний на устойчивость

первого класса стационарных решений рассмотрим случай, при котором за-

паздывание реакции среды равно

ρ(t) = d0 + d1 sin ωt,

где d0 и d1 – некоторые постоянные величины, причем |d1| ≤ d0. Тогда, со-

гласно (4.69),

G(ω, ∆, η) = J1(ωd1) cos ω(
∆

c
+ d0),

где J1(ωd1) – функция Бесселя первого рода первого порядка от аргумен-

та ωd1. В частности, если d1 = 0 (то есть ρ(t) = const), то G(ω, ∆, η) = 0.

Пусть ω = Ω – одно из возможных решений уравнения (4.61). В этом слу-

чае маятник может совершать малые колебания около нижнего или верхнего

положений равновесия при скорости вращения вала двигателя близкой к Ω.

Условие устойчивости (4.74) принимает вид

2 cos
Ω∆

c
>

(−1)nc2

Ω2

[

µΩ

c
J1(Ωd1) cos Ω(

∆

c
+ d0) − k2

]

. (4.75)

Так как для реальных электродвигателей
dM(Ω

dω
< 0, то еще одно из условий

устойчивости (а это первое из условий (4.67)) всегда выполняется, например,

если

q = 0 (4.76)

или
3π

4
≤ Ωq

c
≤ π. (4.77)

Таким образом, при выполнении одного из условий (4.76) или (4.77) из

условия (4.75) вытекают следующие характеристики устойчивости колебаний

маятника около нижнего и верхнего положений равновесия.

1. Пусть p = h = d0 = d1 = 0 (случай отсутствия факторов запаздыва-

ния в рассматриваемой колебательной системе). Тогда колебания маятника

около нижнего положения равновесия всегда устойчивы, а колебания около
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верхнего положения равновесия устойчивы при
gl

a2Ω2
<

1

2
и неустойчивы при

gl

a2Ω2
>

1

2
.

2. Пусть h > 0, d0 ≥ 0, d1 = 0 (случай постоянного запаздывания ре-

акции среды). Здесь при
gl

a2Ω2
>

1

2
, независимо от значений h, колебания

маятника около нижнего положения равновесия всегда устойчивы, а около

верхнего неустойчивы. Однако при
gl

a2Ω2
<

1

2
, в зависимости от значений

запаздывания h, колебания маятника около нижнего и верхнего положений

равновесия могут быть как устойчивыми, так и неустойчивыми.

3. Пусть p ≥ 0, h > 0, d0 ≥ 0, d1 6= 0 (случай переменного запаздывания

реакции среды). Тогда, как и в предыдущем случае, в зависимости от значе-

ний запаздываний h и ρ(t) возможна как стабилизация, так и дестабилизация

колебаний маятника около верхнего или нижнего положений равновесия. Но,

в отличие от предыдущего случая, данная стабилизация или дестабилизация

колебаний возможна и при
gl

a2Ω2
>

1

2
.

4.4 Резонансное взаимодействие маятниковых систем с

неидеальным источником энергии при наличии за-

паздывания воздействий

Рассмотрим колебания маятника при вертикальной вибрации точки подвеса,

возбуждаемой электродвигателем ограниченной мощности при учете пере-

менных факторов запаздывания. Схема такой системы приведена на рис. 4.4

предыдущего параграфа.

Пусть электродвигатель D через кривошипно–шатунный механизм вы-

зывает вертикальные колебания подвеса П маятника ( рис. 4.4). При повороте

кривошипа a на угол Θ подвес получает перемещение v(t) = a sin Θ[t− p0(t)]

(положительное направление оси v показано на рис. 4.4). Функция p0(t) введе-

на для учета запаздывания перемещения подвеса. Если маятник отклонился

на угол α, вертикальная составляющая сил, приложенных к подвесу, создает
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на валу двигателя момент

am{g + lα̇2[t − h1(t)] cos α[t − h1(t)] + lα̈[t − h1(t)] sin α[t − h1(t)]},

где m — масса маятника, g — ускорение свободного падения, l — длина маят-

ника, h1(t) — запаздывание реакции кривошипа на воздействие силы инерции

маятника.

Вертикальным перемещениям подвеса противодействует сила вязкого

трения βv̇(t), где β – коэффициент вязкого трения. Тогда вращение ва-

ла двигателя с учетом противодействующего момента силы трения βav̇[t −
p1(t)] cos Θ(t) (функция p1(t) учитывает запаздывание отклика кривошипа на

влияние силы в подвесе) подчинено уравнению вида [47]:

IΘ̈(t) = L[Θ̇(t)] − H[Θ̇(t)] − am{g + lα̇2[t − h1(t)] cos α[t − h1(t)]+

+lα̈[t − h1(t)] sin α[t − h1(t)]} cos Θ(t) − βa2[1 − ṗ0(t − p1(t)]Θ̇[t−

−p1(t) − p0(t − p1(t))] cos Θ[t − p1(t) − p0(t − p1(t))] cos Θ(t),

(4.78)

где L[Θ̇(t)] — движущий момент; H[Θ̇(t)] — внутренний момент сил сопро-

тивления вращению ротора: I — момент инерции ротора [174].

При вертикальных вибрациях подвеса колебания маятника с учетом за-

паздывания n(t) его собственных вертикальных перемещений по сравнению

с v(t) будут описываться следующим уравнением [12, 47]

α̈(t) + λα̇[t − δ(t)] +
g

l
sin α(t) − a

l
{[1 − ḣ2(t)]

2Θ̇2[t − h2(t)] sin Θ[t−

−h2(t)] + ḧ2(t)Θ̇[t − h2(t)] cos[t − h2(t)]−

−[1 − ḣ2(t)]
2Θ̈[t − h2(t)] cos Θ[t − h2(t)]} sin α(t) = 0,

(4.79)

где h2(t) = p0(t) + n(t) – запаздывание вертикальных вибраций маятника; λ

– коэффициент вязкого сопротивления среды; δ(t) – запаздывание реакции

среды на динамическое состояние маятника, порожденное ограниченностью

скорости звука в этой среде.
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Учет запаздываний p0, p1, h1, h2 обусловлен тем, что скорость волны

возмущения при силовом воздействии на элементы конструкции имеет ко-

нечную величину, зависящую от свойств внешних полей, например, пе-

ременного по времени температурного поля. Будем считать, что функ-

ции p0(t), p1(t), h1(t), h2(t) и δ(t) являются неотрицательными, равномерно–

непрерывными и почти периодическими при t ∈ (−∞,∞). Кроме того, пусть

ṗ0(t) и ḣ2(t) – равномерно–непрерывны при t ∈ (−∞,∞).

Система нелинейных дифференциальных уравнений с отклоняющимся

аргументом нейтрального типа (4.78)–(4.79) свидетельствует о сложном ха-

рактере процесса взаимодействия вала двигателя и колебаний маятника при

вертикальных вибрациях подвеса.

Рассмотрим случай главного параметрического резонанса, когда ско-

рость вращения вала двигателя Θ̇(t) близка к удвоенной собственной частоте

маятника ω0 =

√

g

l
. Предположим, что выполняются следующие соотноше-

ния:

a

l
= ε; λ = εµ; ω0 −

Θ̇(t)

2
= εγ0(t); b1 =

mga

I
; εb2 =

βa2

I
;

L[Θ̇(t)] − [HΘ̇(t)] + amg cos Θ(t)

I
= εM0[Θ(t), Θ̇(t)],

(4.80)

где ε ≪ 1.

Введем замену переменных

Θ̇(t) = ω(t); α(t) =
√

εx(t) cos

[

Θ(t)

2
+ y(t)

]

;

α̇(t) = −
√

εω0x(t) sin

[

Θ(t)

2
+ y(t)

]

.

(4.81)

При помощи замены переменных (4.81) система уравнений (4.78) – (4.79) мо-

жет быть приведена к виду [47]:
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Θ̇(t) = ω(t);

ω̇(t) = εM0[Θ(t), ω(t)] − εb1x
2[t − h1(t)] cos[Θ(t − h1(t)) + 2y(t−

−h1(t))] cos Θ(t) − εb2[1 − p3(t)]ω[t − p2(t)] cos Θ[t − p2(t)] cos Θ(t)+

+ε2...;

ẋ(t) = ε

{

− µx[t − δ(t)] sin

[

Θ(t − δ(t))

2
+ y(t − δ(t))

]

sin

[

Θ(t)

2
+

+y(t)

]

− ω0

6
x3(t) cos3

[

Θ(t)

2
+ y(t)

]

sin

[

Θ(t)

2
+ y(t)

]

+
[1 − ḣ2(t)]

2

2ω0
×

×ω2[t − h2(t)]x(t) sin Θ[t − h2(t)] sin[Θ(t) + 2y(t)] +
ḧ2(t)

2ω0
ω[t−

−h2(t)]x(t) cos Θ[t − h2(t)] sin[Θ(t) + 2y(t)]

}

+ ε2...;

ẏ(t) =

{

γ0(t) −
µx[t − δ(t)]

x(t)
sin

[

Θ(t − δ(t))

2
+ y(t − δ(t))

]

cos

[

Θ(t)

2
+

+y(t)

]

− ω0

6
x2(t) cos4

[

Θ(t)

2
+ y(t)

]

+
[1 − ḣ2(t)]

2

ω0
ω2[t−

−h2(t)] sin[t − h2(t)] cos2

[

Θ(t)

2
+ y(t)

]

+
ḧ2(t)

ω0
ω[t−

−h2(t)] cos[t − h2(t)] cos2

[

Θ(t)

2
+ y(t)

]}

+ ε2....

(4.82)

Здесь

p2(t) = p1(t) + p0(t − p1(t)); p3(t) = ṗ0(t − p1(t)).

Покажем, что для исследования системы уравнений (4.82) применим ме-

тод усреднения. Действительно, решение первого уравнения системы (4.82)

формально будем искать в виде

Θ(t) = ω(t)t + εΦ(t). (4.83)

Подставляя (4.83) во второе, третье и четвертое уравнения (4.82), получим
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систему трех уравнений, правые части которых пропорциональны малому

параметру ε. В дальнейшем эту систему уравнений будем называть точной

системой уравнений. Если ограничиться случаем установившихся скоростей

вращения вала двигателя, то точная система уравнений будет удовлетворять

всем условиям теоремы 3.3 [164], обосновывающей применение метода усред-

нения на бесконечном интервале времени для систем с переменным запазды-

ванием. Выполнив процедуру усреднения по методике работы [164], получим

следующую систему уравнений первого приближения:

ω̇ = ε

{

M(ω) − 1

2

[

b1x
2F1(ω, y, h1) + b2ωF2(ω, p2, p3)

]}

;

ẋ = εx

[

ω2

4ω0
F3(ω, y, h2) +

ω

4ω0
F4(ω, y, h2) −

µ

2
F5(ω, y, δ)

]

;

ẏ = ε

[

2γ − ω0

16
x2 +

ω2

4ω0
F6(ω, y, h2) +

ω

4ω0
F7(ω, y, h2) −

µ

2
F8(ω, y, δ)

]

,

(4.84)

где

F1(ω, y, h1) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

[cos(2ωt − ωh1 + 2y) + cos(2y − ωh1)]dt;

F2(ω, p2, p3) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

(1 − p3)[cos(2ωt − ωp2) + cos ωp2]dt;

F3(ω, y, h2) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

(1 − ḣ2)
2[cos(2y + ωh2) − cos(2ωt − ωh2 + 2y)]dt;

F4(ω, y, h2) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

ḧ2[sin(2y + ωh2) + sin(2ωt − ωh2 + 2y)]dt;

F5(ω, y, δ) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

[

cos
ω

2
δ − cos

(

ωt − ω

2
δ + 2y

)]

dt;
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F6(ω, y, h2) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

(1 − ḣ2)
2[sin(2ωt − ωh2 + 2y)+

+2 sin(ωt − ωh2) − sin(2y + ωh2)]dt;

F7(ω, y, h2) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

ḧ2[cos(2ωt − ωh2 + 2y) + 2 cos(ωt − ωh2)+

+ cos(2y + ωh2)]dt;

F8(ω, y, δ) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

[

sin

(

ωt − ω

2
δ + 2y

)

− cos
ω

2
δ

]

dt;

M(ω) = lim
T→∞

1

T

T
∫

0

M0(ωt, ω)dt; γ =
1

2

(

ω0 −
ω

2

)

.

(4.85)

Все пределы (4.85) существуют, так как подынтегральные выражения явля-

ются почти периодическими функциями. В силу теоремы 3.3 из [164] положе-

нию равновесия ω, x, y усредненной системы (4.84) соответствует единствен-

ное почти периодическое решение точной системы уравнений, лежащее в ε –

окрестности решения ω, x, y. Это решение точной системы может быть пред-

ставлено в виде

ω = ω + εf1(t), x = x + εf2(t), y = y + εf3(t), (4.86)

где f1(t), f2(t), f3(t) – некоторые равномерно непрерывные, почти периоди-

ческие функции. Подставляя (4.86) в первое уравнение системы (4.82), по-

лучаем для Θ(t) решение вида (4.83), в котором ω(t) = ω, а Φ(t) – некото-

рая почти периодическая функция. Это доказывает, для случая постоянных

скоростей вращения вала двигателя, правильность представления решений

первого уравнения системы (4.82) в первом приближении по формуле (4.83).

Заметим, что при произвольных скоростях, то есть при изучении переход-

ных процессов, теорема 3.3 [164] не имеет места, так как не выполняется

условие о равномерной почти периодичности по t правых частей точной си-

стемы уравнений. Однако и в этом случае правильность вышеизложенного
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формализма применения метода усреднения может быть обоснована при по-

мощи теорем, доказанных в [103]. Соответствие между свойствами решений

точной и усредненной систем уравнений, а следовательно, и представление

(4.83) могут рассматриваться на как угодно большом (при достаточно малых

ε), но конечном интервале времени.

Конкретное влияние запаздываний на динамические характеристики

процесса взаимодействия рассмотрим для случая постоянных запаздываний

(p0(t) = p1(t) = p = const; h1(t) = h2(t) = h = const; δ(t) = δ = const). Тогда,

воспользовавшись формулами (4.85), усредненную систему уравнений (4.84)

можно записать в виде:

ω̇ = ε

[

M(ω) − b1

2
x2 cos(2y − ωh) − b2

2
ω cos 2ωp

]

;

ẋ = εx

[

ω2

4ω0
cos(2y + ωh) − µ

2
cos

ω

2
δ

]

;

ẏ = ε

[

2γ − ω0

16
x2 +

µ

2
sin

ω

2
δ − ω2

4ω0
sin(2y + ωh)

]

.

(4.87)

Приравнивая нулю правые части системы уравнений (4.87), получим уравне-

ния для определения стационарных решений, соответствующих положениям

равновесия. Очевидно, что возможные стационарные решения ω, x, y системы

уравнений (4.87) распадаются на два класса. Первый – это решения вида:

x = 0;

y =

[

(−1)k

2
arcsin

(

8ω0γ

ω2 +
2µω0

ω2 sin
ω

2
δ

)

− ωh

]

+
kπ

2
,

k = 0,±1,±2, ...

(4.88)

При этом скорость вращения вала двигателя ω определяется из уравнения

M(ω) =
b2

2
ω cos 2ωp. (4.89)

Первый класс решений существует только при выполнении условия
∣

∣

∣

∣

8γ + 2µ sin
ω

2
δ

∣

∣

∣

∣

≤ ω2

ω0
. (4.90)
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Этому классу решений соответствуют колебания маятника с как угодно ма-

лой амплитудой около нижнего положения равновесия.

Второй класс стационарных решений определяется по формулам:

x = ±2

√

1

ω0

(

8γ + 2µ sin
ω

2
δ ± ω2

ω0

√

1 − 4µ2ω2
0

ω4 cos2
ω

2
δ

)

;

y =
1

2

[

± arccos

(

2µω0

ω2 cos
ω

2
δ

)

− ωh

]

+ kπ, k = 0,±1,±2, ...

(4.91)

При этом ω определяются из уравнения

M(ω) − b2

2
ω cos 2ωp − b1

2
ω cos(2y − ωh) = 0. (4.92)

Решения второго класса существуют только при выполнении условия
∣

∣

∣

∣

2µ cos
ω

2
δ

∣

∣

∣

∣

≤ ω2

ω0
. (4.93)

Второму классу стационарных решений соответствуют колебания маятника

с ненулевой стационарной амплитудой. Как следует из (4.91), ширина,

4ω2

ω2
0

√

1 − 4µ2ω2
0

ω4 cos2
ω

2
δ,

и сдвиг,

4µ sin
ω

2
δ,

резонансной области, а также наклон амплитудно–частотной характеристики

зависят от величины запаздывания δ.

В свою очередь, запаздывания p и h влияют на величину стационарной

скорости вращения вала двигателя ω. Так как некоторые функции, входящие

в уравнения (4.89), (4.92), периодически зависят от запаздываний p и h, это

может привести к увеличению количества корней данных уравнений, то есть

к новым режимам взаимодействия. Кроме того, запаздывание p уменьшает

момент противодействия силы трения в подвесе на валу двигателя.

Исследуем устойчивость полученных стационарных решений системы

уравнений (4.87). Составляя для этой системы систему в вариациях и при-
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меняя критерий Гурвица, получим следующие достаточные условия асимп-

тотической устойчивости стационарных решений системы уравнений (4.87)

[47], соответствующих положениям равновесия:

C + S + A < 0;

A(DN − CS) + B(RS − NF ) + E(FC − RD) > 0;

(A + S)(EF − AS) + (C + S)(DN − CS) + (A + C)(BR−

−AC) − 2SAC + RDF + BNF > 0.

(4.94)

Здесь

A = ε

[

dM(ω)

dω
− b1

2
hx2 sin(2y − ωh) − b2

2
(cos 2ωp − 2pω sin ωp)

]

;

B = εx

[

ω

2ω0
cos(2y + ωh) − ω2

4ω0
h sin(2y + ωh) +

µ

4
δ sin

ω

2
δ

]

;

C = ε

[

ω2

4ω0
cos(2y + ωh) − µ

2
cos

ω

2
δ

]

;

D = −εx
ω

2ω0
sin(2y + ωh); F = εb1x

2 sin(2y − ωh)

E = ε

[

µ

4
δ cos

ω

2
δ − ω

2ω0
sin(2y + ωh) − ω2

4ω0
h cos(2y + ωh)

]

− 1

2
;

N = −εω0

8
x; R = −εb1x cos(2y − ωh); S = −εω2

2ω0
cos(2y + ωh).

(4.95)

Все величины в условиях устойчивости (4.95) зависят от запаздываний.

Даже при незначительном изменении значений запаздываний, выражения

A, B, ..., S могут менять свой знак на противоположный, что приводит к су-

щественной коррекции областей устойчивости стационарных решений систе-

мы уравнений (4.87). Поэтому наличие запаздываний может как способство-

вать стабилизации, так и вызывать дестабилизацию стационарных режимов

взаимодействия.

Для первого класса решений (4.88) – (4.89) условия устойчивости (4.95)
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значительно упрощаются и могут быть записаны в виде:

dM(ω)

dω
− b2

2
(cos 2ωp − 2pω sin ωp) < 0;

ω2

4ω0
cos(2y + ωh) − µ

2
cos

ω

2
δ < 0;

ω2

2ω0
cos(2y + ωh) > 0.

(4.96)

Так как в этом случае

cos(2y + ωh) = ±

√

1 − 16ω2
0

ω4

(

2γ +
µ

2
sin

ω

2
δ

)2

,

то условия устойчивости (4.96) не зависят от значения запаздывания h. Также

отметим, что всегда существуют стационарные решения, для которых выпол-

няется третье из условий (4.96).

На рис. 4.7а показаны области существования обоих классов решений си-

стемы уравнений (4.87) при изменении коэффициента вязкости µ и величины

запаздывания δ, когда ω0 = 4.05Гц; ω = 8Гц; γ = 1Гц.

Область существования (4.90) первого класса решений (4.88), (4.89) рас-

положена ниже кривых 1 и 2 до оси абсцисс. Соответственно область суще-

ствования (4.93) второго класса решений (4.91), (4.92) ниже кривых 3. Следо-

вательно, при одних значениях µ и δ ни один стационарный режим не суще-

ствует, при других – могут существовать оба. Также на рис.4.7а представлены

области, где выполняются первые два из условий устойчивости первого клас-

са решений (4.96). Эти области находятся выше кривых 4 и 5. Таким образом,

при параметрах, соответствующих заштрихованным областям, колебания ма-

ятника около нижнего положения равновесия могут быть устойчивыми, если

статическая характеристика двигателя такова, что выполняется первое из

условий устойчивости (4.96). Картина расположения областей существова-

ния и устойчивости, данная на рис. 4.7а, будет повторяться с периодом
π

2
.

На рис. 4.7б показаны области существования и устойчивости (номера
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а б

Рис. 4.7: Области существования и устойчивости стационарных решений.

кривых совпадают с представленными на рис. 4.7а) для случая отрицатель-

ной расстройки частот, когда ω0 = 3.95Гц; ω = 8Гц; γ = −1Гц. Первый

класс стационарных решений может существовать и устойчив при парамет-

рах, соответствующих заштрихованным областям. Как видно из рис. 4.7а–б,

при малых значениях коэффициента µ не выполняются условия устойчиво-

сти первого класса решений, а при больших µ – условия существования всех

стационарных режимов. Этот факт следует учитывать при повышении устой-

чивости системы путем увеличения сопротивления среды.

4.5 Выводы по главе

Таким образом, в настоящей главе построены новые математические модели

плоских маятников при идеальном и неидеальном возбуждении точки подве-

са, в которых учтено влияние различных факторов запаздывания. Постро-

енные модели представляют собой нелинейные системы дифференциальных

уравнений с отклоняющимся аргументом как запаздывающего, так и ней-

трального типа.

Анализ построенных математических моделей позволил установить, что
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при идеальном возбуждении, в нерезонансном случае, в пространстве па-

раметров рассматриваемых систем возможно локализовать области, в кото-

рых запаздывание импульса источника возбуждения оказывает определяю-

щее влияние на существование и устойчивость положений равновесия маят-

ника. В этих областях наличие запаздывания импульса источника возбужде-

ния позволяет стабилизировать неустойчивые, при отсутствии запаздывния,

положения равновесия и, наоборот, дестабилизировать устойчивые, при от-

сутствии запаздывания, положения равновесия. Запаздывание импульса ис-

точника возбуждения существенно меняет расположение "промежуточных"

положений равновесия маятника и играет решающую роль в их устойчиво-

сти.

В резонансном случае наличие запаздывания импульса источника воз-

буждения, запаздывания эффективной восстанавливающей силы и запазды-

вания реакции среды приводят к появлению новых положений равновесия и

являются определяющими факторами при стабилизации колебаний маятника

около нижнего положения равновесия. В частности, при некоторых значени-

ях запаздывания колебания маятника около нижнего положения равновесия

всегда будут неустойчивыми.

В свою очередь, при неидеальном возбуждении точки подвеса установ-

лено, что благодаря наличию различных факторов запаздывания в системе

"маятник – электродвигатель ограниченной мощности" значительно увели-

чивается число стационарных решений соответствующих систем уравнений,

что приводит к увеличению установившихся режимов взаимодействия между

маятником и электродвигателем. Факторы запаздывания играют роль энер-

гетического регулятора процесса взаимодействия в системе, меняя фазы ди-

намических характеристик процесса. Возможно появление установившихся

режимов взаимодействия, при которых скорость вращения вала двигателя

достигает значений, превышающих скорость вращения вала без колебатель-

ной нагрузки. В некоторых областях в пространстве параметров рассмот-

ренных систем запаздывание фактически играет роль управляющего воз-
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действия при стабилизации колебаний маятника. Благодаря запаздыванию

оказывается возможной как стабилизация неустойчивых, при отсутствии за-

паздывания, положений равновесия, так и дестабилизация – устойчивых.



Глава 5

Детерминированный хаос в системе

"генератор–пьезокерамический

преобразователь (излучатель)"

5.1 Введение

Одним из важнейших составных элементов современного навигационного

оборудования являются пьезокерамические преобразователи (излучатели).

Различные типы таких преобразователей широко используются в глубиноме-

рах, дальномерах, устройствах для сканирования подводного пространства,

системах передачи и приема информации под водой. В последнее время в

качестве устройства для возбуждения колебаний пьезокерамического преоб-

разователя вновь стали применяться электроламповые LC-генераторы. Это

связано с тем ренессансом, который переживают аналоговые ламповые гене-

раторы, позволяющие обеспечить значительно более высокие метрологиче-

ские характеристики выходных сигналов по сравнению с цифровыми устрой-

ствами [110, 112].

Основой для функционирования таких излучателей является эффект

связанности механического и электрического полей в пьезокерамических сре-

дах [8, 22, 95, 96, 127, 241]. Общая теория, описывающая связанные элек-

троупругие процессы, разработана для различных типов пьезокерамических

192
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преобразователей в работах [8, 22, 95, 96, 241]. Однако практически во всех

публикациях задачи о поведении электроупругих тел рассматриваются в, так

называемой, идеальной постановке. То есть предполагается, что пьезокерами-

ческое тело находится под действием силовых и энергетических воздействий

заданного вида. В такой постановке вопрос о влиянии пьезокерамического

тела на устройство возбуждения колебаний, например генератор напряже-

ния, не изучается. В ряде случаев, когда мощность создающего генерато-

ра значительно превышает мощность потребляемую пьезокерамическим те-

лом, такая идеализация является допустимой. В то же время на практике

очень часто встречаются случаи, когда мощность создающего электрогенера-

тора сравнима с мощностью потребляемой пьезокерамическим телом. В та-

ких случаях применение различных "идеальных" моделей может привести

к грубым ошибкам в описании динамики совокупной системы "генератор–

пьезокерамический преобразователь". В частности, может быть полностью

утеряна информация о реально существующих в системе детерминирован-

ных хаотических режимах.

Данная глава посвящена анализу нелинейного взаимодействия стержне-

вого пьезокерамического преобразователя, возбуждаемого LC–генератором

ограниченной мощности. Особое внимание уделяется возможности возникно-

вения хаотических режимов в этой детерминированной динамической систе-

ме.

5.2 Выбор математической модели

Рассмотрим цилиндрический стержневой пьезокерамический преобразова-

тель, к электродам которого прикладывается электрическое напряжение, воз-

буждаемое электроламповым LC - генератором (рис. 5.1). Очевидно, что сре-

динное сечение стержня является прямоугольником. Обозначим ось симмет-

рии стержня через Oz, причем начало координат O этой оси будем считать

совпадающим с центром симметрии стержня. Как видно из рис. 5.1, поверх-
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ности S− и S+ стержня перпендикулярны к его оси Oz. Предположим, что

через эти поверхности происходит излучение звуковых сигналов в жидкость.

Обозначим длину стержня через 2h, а площадь его поперечного сечения через

S. Предположим, что стержень поляризован вдоль оси (продольный пьезо-

эффект). Исследуем продольные колебания стержня.

Рис. 5.1: Схема рассматриваемой системы.

В соответствии с теорией продольных деформаций [95, 96] уравнения

состояния имеют вид:

ǫz = s33σz + d33Ez; Dz = ǫ33Ez + d33σz;

∂Dz

∂z
= 0; Ez = −∂Ψ

∂z
,

(5.1)

где ǫz - продольная деформация; σz - механическое напряжение; Ez - напря-

женность электрического поля; Dz - индукция поля; s33 - упругая податли-

вость; d33 - пьезоэлектрическая постоянная; ǫ33 -диэлектрическая проницае-

мость; Ψ - электрический потенциал .

Уравнения (5.1) дополним соотношением Коши и уравнением колебаний

стержня

ǫz =
∂u

∂z
,

∂σz

∂z
= ρ

∂2u

∂t2
, (5.2)
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где u = u(z, t) - продольные перемещения стержня, ρ - его плотность.

Обозначим импеданс среды, в которой колеблется стержень через η0.

Тогда граничные условия задачи (5.1)–(5.2) имеют вид:

σz = −η0
∂u

∂t
; Ψ = ±V (t); z = ±h. (5.3)

Здесь 2V (t) - электрическая разность потенциалов на электродах преоб-

разователя, под действием которой в цепи стержня протекает ток

i = −∂(SDz)

∂t
.

Этот ток (i) связан с током генератора i2 + i3 через трансформаторную связь

в соответствии с дифференциальным уравнением [57, 181, 185]:

2V + L
di

dt
= M

d(i2 + i3)

dt
. (5.4)

Заметим, что это уравнение в отсутствие стержня имеет вид

L
di

dt
= M

d(i2 + i3)

dt
.

Следовательно, наличие стержня изменяет распределение электрическо-

го напряжения в цепи. Добавление стержня эквивалентно добавлению неко-

торой ёмкости. Ток i в цепи с преобразователем отличается от тока в цепи

без него. Предположим, что величина тока i мала и выполняется условие

2V ≫ L
di

dt
. Тогда 2V ≈ M

d(i2 + i3)

dt
, то есть напряжение 2V зависит только

от тока генератора. Это случай идеального возбуждения преобразователя.

Если же величина напряжения 2V сравнима с величиной L
di

dt
, то реализуют-

ся условия неидеального возбуждения преобразователя. В этом случае ток в

цепи преобразователя будет влиять на величину тока в цепи генератора.

Ламповый генератор – это классический пример автоколебательной си-

стемы [74]. Как установлено в [38, 40], уравнения Кирхгофа для каждой ветви

тока генератора могут быть приведены к одному уравнению относительно но-

вой переменной φ(t), связанной с напряжением на сетке лампы генератора:

φ(t) =

∫ t

0

(eg − Eg)dt. (5.5)
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Это уравнение можно записать в следующем виде [57, 118, 181, 185]:

d2φ

dt2
+ ω2

0φ = a1
dφ

dt
+ a2(

dφ

dt
)2 − a3(

dφ

dt
)3 − a4V (t), (5.6)

где

a1 =
Mc

LcCc
[I1 −

RcRaCc − Lc

Ra(Mc − DLc)
+

RcL1

R2
aMc

− 3I3(Eg)
2];

a2 = 3
McI3Eg

LcCc
; a3 =

McI3

LcCc
; a4 =

2MMc

LRaLcCc
, (5.7)

I1, I3 – постоянные характеристики мягкого режима работы лампы. Кроме

того,

ω2
0 =

Ra + Rk

RaLkCk

и ω0 является частотой генератора в линейной теории.

Таким образом, функционирование генератора и создание напряжения

2V (t) описываются системой дифференциальных уравнений (5.4)– (5.6), где

ток i зависит от механических деформаций, которые происходят в пьезоке-

рамическом стержне.

Для этих деформаций и электрического поля имеем систему уравнений

вида:

c2∂
2u

∂z2
=

∂2u

∂t2
;

∂2Ψ

∂z2
=

k2

d33(1 − k2)

∂2u

∂z2
, (5.8)

где c = [ρs33(1−k2)]−1/2 – скорость продольных сопряженных волн в стержне;

k = d33(ǫ33s33)
−1/2.

Продольные колебания стержня будем искать в виде суммы по собствен-

ным модам колебаний, а именно [213]

u(z, t) =
N

∑

i=1

fi(t) sin µiz, (5.9)

где µi является корнем уравнения

µih cos µih − k2 sin µih = 0.

Для электрического потенциала Ψ в этом случае мы будем иметь [127]

Ψ(z, t) = f(t)z +
k2

d33(1 − k2)

N
∑

i=1

fi(t) sin µiz. (5.10)
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Тогда ток i, протекающий через стержень, можно записать в виде:

i = −∂(SDz)

∂t
= Sǫ33(1 − k2)ḟ =

= Sǫ33
(1 − k2)

h
[V̇ − k2

d33(1 − k2)

N
∑

i=1

ḟi sin µih].

Используя граничные условия (5.3), получаем следующие соотношения для

собственных мод колебаний

−s33hη0

d33

N
∑

i=1

ḟi(t) sin µih = V (t);

i =
Sǫ33(1 − k2)

h
V̇ (t) +

ǫ33k
2

h2η0
V (t).

(5.11)

Подставляя эти выражения в (5.4), находим, что напряжение 2V (t), при-

кладываемое на электроды преобразователя, должно быть определено как

решение системы уравнений [57, 118, 181, 185]:

φ̈ + ω2
0φ = a1φ̇ + a2φ̇

2 − a3φ̇
3 − a4V (t),

V̈ (t) + ω2
1V (t) = a5φ + a6φ̇ − a7V̇ (t).

(5.12)

Здесь

ω2
1 =

2h

LSǫ33(1 − k2)
; a5 = −Mω2

1Rc(Ra + Rc)

2McRaLc
; a6 = −Mω2

1Rc

2McRa
; a7 =

k2

η0hS(1 − k2)
.

После нахождения V (t), продольные колебания стержня

u(t) =
N

∑

i=1

fi(t) sin µiz

определяются из уравнения:

∂2u

∂t2
= c2∂

2u

∂z2
− d33

s33hρ
V (t)δ(z − h) +

d33

s33hρ
V (t)δ(z + h), (5.13)

где δ(z) - функция Дирака.

Если пренебречь обратным влиянием колебаний преобразователя (меха-

нических и электрических) на функционирование генератора (a4 = 0), то
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система уравнений (5.12) распадается на два уравнения, каждое из которых

имеет размерность фазового пространства равную двум. Первое из них явля-

ется автоколебательным и может быть решено независимо от второго. Вто-

рое уравнение, описывающее колебательные процессы в стержне, является

линейным. В этом случае возможные аттракторы системы уравнений (5.12)

всегда будут регулярными. Поэтому и функционирование генератора, и из-

лучение волн преобразователем в акустическую среду будут соответствовать

регулярным (возможно достаточно сложным) процессам.

Если же a4 6= 0, то размерность фазового пространства системы уравне-

ний (5.12) будет равна четырем. В этом случае в системе могут существовать

как регулярные, так и хаотические аттракторы [62, 74]. Таким образом, прин-

ципиальная возможность существования хаотических режимов в генераторе

и возбуждения хаотических волн в акустической среде обусловлена исклю-

чительно взаимодействием между преобразователем и генератором.

5.3 Исследование установившихся режимов взаимодей-

ствия

Введем в системе (5.12) новые безразмерные переменные

ξ =
φω0

Eg
;

dξ

dτ
= ζ; β =

V

Eg
;

dβ

dτ
= γ; τ = ω0t. (5.14)

Тогда система уравнений (5.12) запишется в виде [57, 110, 118, 181, 185]:

dξ

dτ
= ζ,

dζ

dτ
= −ξ + α1ζ + α2ζ

2 − α3ζ
3 + α4β,

dβ

dτ
= γ,

dγ

dτ
= α5ξ + α6ζ − α0β − α7γ,

(5.15)
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где коэффициенты равны

α0 =
ω2

1

ω2
0

; α1 =
a0

ω0
; α2 =

a2Eg

ω0
; α3 =

a3E
2
g

ω0
;

α4 = −a4

ω0
; α5 =

a5

ω3
0

; α6 =
a6

ω2
0

; α7 =
a7

ω0
.

(5.16)

Первоначально исследуем положения равновесия системы (5.15). Все они

определяются как решения нелинейной алгебраической системы уравнений

ζ = 0,

−ξ + α1ζ + α2ζ
2 − α3ζ

3 + α4β = 0,

γ = 0,

α5ξ + α6ζ − α0β − α7γ = 0.

(5.17)

При выполнении условия α0 = α4α5 эта система имеет бесконечное множество

решений, которые определяются по формулам

ζ = 0; ξ = α4β; γ = 0; β = k,

где k – произвольное действительное число, не равное нулю. При выполнении

условия

α0 6= α4α5 (5.18)

система (5.17) имеет единственное тривиальное решение ξ = 0, ζ = 0, β =

0, γ = 0. Этому решению соответствует нулевое положение равновесия, ко-

торое при выполнении условия (5.18) будет единственным положением рав-

новесия системы.

В силу критерия Гурвица достаточные условия асимптотической устой-

чивости нулевого положения равновесия можно записать в виде [57, 118, 185]:

α7 − α1 > 0, (5.19)

1 + α0 − α1α7 > 0, (5.20)

α7 − α4α6 − α0α1 > 0, (5.21)
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α6 − α4α5 > 0, (5.22)

(α7 − α1)(1 + α0 − α1α7)(α7 − α4α6 − α0α1) − (α7 − α4α6 − α0α1)
2−

−(α7 − α1)
2(α6 − α4α5) > 0. (5.23)

Таким образом, при выполнении условия (5.18) и не выполнении хотя

бы одного из неравенств (5.19)-(5.23) единственное положение равновесия си-

стемы (5.15) будет неустойчивым. В этом случае все траектории системы,

стартующие из окрестности начала координат фазового пространства, с тече-

нием времени покидают эту окрестность и, в силу диссипативности системы,

стремятся к некоторым предельным множествам, аттракторам, которые, как

будет показано в дальнейшем, могут быть как регулярными, так и хаотиче-

скими.

Так как система уравнений (5.15) является нелинейной системой диф-

ференциальных уравнений четвертого порядка, то все ее дальнейшие иссле-

дования проводились при помощи численных методов. Детальное описание

применяемых методов и алгортимов приведено в главе 2, а методика прово-

димых расчетов описана в п.3.2.2.

В пространстве параметров системы (5.15) был проведен большой ком-

плекс численных расчетов, при которых полагалось, что генератор работает,

имея следующие параметры:

Eg = 700V ; Ea = 2000V ; I1 = 6.5 × 10−5A/V ; I3 = 5.184 × X×10−9A/V 3;

D = 0.015; Ra = 160Ω; Rc = 10Ω; Lc = 0.094H;

Cc = 1.0465mmF ; Mc = 0.275H; M = 1H; L = 100H.

(5.24)

Здесь X является безразмерным переменным множителем, изменение кото-

рого меняет характеристики работы лампы генератора.

В таком случае коэффициенты системы (5.15) равны

α0 = 0.995; α1 = 0.0535; α2 = 0.63 × X; α3 = 0.21 × X; α4 = −0.103;

α5 = −0.0604; α6 = −0.12; α7 = 0.01.

(5.25)
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Начальные условия варьировались в окрестности начала координат фазово-

го пространства системы уравнений (5.15). Особо подчеркнем, что значения

параметров в формулах (5.24)-(5.25) соответствуют реальным характеристи-

кам LC–генераторов и пьезокерамических излучателей [127, 241]. При так

выбранных параметрах системы (5.15) у нее существует единственное нуле-

вое положение равновесия, которое является неустойчивым по Ляпунову.

Определим дивергенцию системы (5.15), обозначив ее через divF . Оче-

видно, что она может быть найдена по формуле [57, 118, 185]:

divF = α1 + 2α2ζ − 3α3ζ
2 − α7. (5.26)

Как видно из формулы (5.26), в общем случае дивергенция будет знакопе-

ременной. Учитывая, что параметры системы выбираются в соответствии с

формулами (5.25), выражение для дивергенции системы можно записать в

виде

divF = 0.63Xζ(2 − ζ) + 0.0435. (5.27)

Если параметр X будет положительным, то, с точностью до 0.0435, дивер-

генция системы будет положительной в те моменты времени, когда фазовая

переменная ζ удовлетворяет неравенству 2 > ζ > 0. Поэтому, в отличие от

систем с постоянной отрицательной дивергенцией, вопрос о локальном изме-

нении с течением времени фазового объема системы вблизи частного реше-

ния системы (5.15) требует дополнительного разъяснения. Как известно [5],

данный фазовый объем во времени изменяется в соответствие с выражением

A(t) = A(t0)e
(divF )t = A(t0)e

(λ1+λ2+λ3+λ4)t, (5.28)

где A(t) – фазовый объем, λi – ляпуновские характеристические показатели

аттрактора, а в выражении divF чертой обозначено усреднение по време-

ни. Как показали проведенные в дальнейшем расчеты, сумма ляпуновских

характеристических показателей для всех, приведенных далее в работе, ре-

гулярных и хаотических аттракторов системы (5.15) будет отрицательной.

Следовательно, отрицательной будет усредненная по времени дивергенция
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системы, хотя при некоторых значениях времени она может быть положи-

тельной. Это означает, что все аттракторы системы (5.15) имеют нулевые

предельные объемы.

X

4 5 6 7 8 9
-0.1

-0.05

0

0.05

Рис. 5.2: Зависимость старшего ляпуновского характеристического показателя λ от зна-

чений параметра X.

Рассмотрим изменения установившихся динамических режимов, кото-

рые имеют место в системе (5.15), при изменении параметра X. При этом осо-

бое внимание уделим возникновению хаотических аттракторов, их подробно-

му описанию и сценариям переходов от регулярных режимов к хаотическим.

Как известно, основным практическим критерием существования хаотиче-

ского аттрактора является наличие в спектре ЛХП хотя бы одного положи-

тельного показателя [74, 62]. На рис. 5.2 приведена зависимость старшего,

отличного от нуля, ляпуновского характеристического показателя от пара-

метра X [57, 118, 185]. Как видно из рисунка, существует ряд интервалов

значений X, в которых величина старшего ляпуновского показателя будет

положительной. Следовательно, в этих интервалах существуют хаотические

аттракторы системы (5.15). Точки пересечения этого графика с горизонталь-

ной координатной осью соответствуют бифуркационным значениям парамет-

ра X.
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Рис. 5.3: Фазопараметрическая характеристика системы.

На рис. 5.3 приведена фазопараметрическая характеристика системы,

так называемое бифуркационное дерево [57, 118, 185]. Эта характеристика по-

строена относительно координаты ξ. Фазопараметрические характеристики

относительно других координат системы качественно подобны приведенной

на рис. 5.3. Светлым участкам "кроны" этого дерева соответствуют перио-

дические режимы установившихся колебаний системы (5.15), а густо затем-

ненным – хаотические. Четко видны точки бифуркации при прохождении

которых происходит смена регулярного, периодического режима на нерегу-

лярный, хаотический.

Рассмотрим эти смены режимов более детально. При изменении зна-

чения параметра X на сегменте 9.3 ≥ X ≥ 9.01 в системе существует

устойчивый предельный цикл, сигнатура спектра ЛХП которого имеет вид

(”0”, ” − ”, ” − ”, ” − ”). То есть старший ляпуновский показатель цикла

нулевой, а три остальные – отрицательные. Трехмерная проекция фазового

портрета этого цикла, его сечение Пуанкаре плоскостью β = 0 и распределе-
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Рис. 5.4: Проекция фазового портрета(a) и сечение Пуанкаре плоскостью β = 0(б) при

X = 9.01.

ние спектральной плотности, построенной в логарифмической шкале, приве-

дены, соответственно, на рис. 5.4.а–б, 5.5.а. Данные рисунки построены при

значении X = 9.01. Как сечение Пуанкаре, так и спектральная плотность

имеют структуру типичную для регулярных режимов. Заметим, что фазо-

вые портреты, сечения Пуанкаре и спектральные плотности, построенные

при других значениях X из сегмента 9.3 ≥ X ≥ 9.01, практически не отли-

чаются от приведенных на рис. 5.4.а–б, 5.5.а. Совпадают также и сигнатуры

спектров ЛХП предельных циклов из данного сегмента изменения параметра

X. Сигнал, посылаемый излучателем во внешнюю среду, в этом случае будет

периодическим.

При X = 9.005 вместо исчезающего в результате седло-узловой или ка-

сательной бифуркации предельного цикла в системе возникает хаотический

аттрактор. В сигнатуре спектра ЛХП аттрактора появляется положитель-

ный старший показатель и она принимает вид : (” + ”, ”0”, ” − ”, ” − ”). На
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Рис. 5.5: Спектральная плотность при X = 9.01(a) и проекция фазового портрета при

X = 8.955(б).

рис. 5.5.б, 5.6.а–б, 5.8.а приведены, соответственно, трехмерная проекция фа-

зового портрета хаотического аттрактора, его сечение и отображение Пуан-

каре и распределение спектральной плотности (Фурье–спектр) построенные

при значении X = 8.955 [57, 110, 118, 185]. Переход от регулярного аттрак-

тора к хаотическому осуществляется через перемежаемость первого типа по

Помо–Манневиллю [140, 190, 191, 211]. Когда мы движемся к точке бифурка-

ции, к устойчивому предельному циклу приближается неустойчивый. В точке

бифуркации оба цикла сливаются и исчезают. Траектории системы уходят в

отдаленные области фазового пространства. Затем, вследствие того что си-

стема (5.15) устойчива по Лагранжу (в силу ее диссипативности) и по Пуас-

сону (так как режим установившийся) и неустойчива по Ляпунову (имеется

положительный ляпуновский показатель), происходит процесс реинжекции,

то есть возвращения траекторий в область исчезнувшего предельного цикла,

затем вновь уход и возвращение и.т.д. Ламинарной фазой этой перемежаемо-
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Рис. 5.6: Сечение Пуанкаре плоскостью β = 0(a) и отображение Пуанкаре(б) при X =

8.955.

сти является движение в достаточно малой окрестности исчезнувшего пре-

дельного цикла, а турбулентной - непредсказуемые наперед раскрутки вокруг

витков спирали хаотического аттрактора (см. рис. 5.5.б).

Тип перехода от регулярного режима к хаотическому наглядно виден

на временных реализациях фазовых координат. На рис. 5.7 приведены вре-

менные реализации по переменным ξ и β, построенные соответственно при

значениях X = 9.01 X = 8.955. На рис. 5.7а–б наблюдаются периодиче-

ские колебания. В свою очередь, на рис. 5.7в–г отчетливо видны интервалы

изменения безразмерного времени τ , на которых периодические колебания

сменяются близкими к периодическими. Эти интервалы представляют собой

ламинарную фазу колебаний. Близкие к периодическим колебания сменя-

ются турбулентными всплесками. Особенно четко наблюдаются два интер-

вала турбулентных всплесков на рис. 5.7в. Время появления турбулентных

интервалов, их длительность и число возможных пиков колебаний на турбу-
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Рис. 5.7: Временные реализации при X = 9.01(a–б) и X = 8.955(в–г).
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Рис. 5.8: Спектральная плотность при X = 8.955(a) и проекция фазового портрета при

X = 8.41(б).

лентных интервалах непредсказуемо. Кроме того, из этих рисунков хорошо

видно, что длительность ламинарных фаз аттрактора заметно превосходит

длительность турбулентных фаз. Заметим, что о переходе к хаосу через пе-

ремежаемость свидетельствует также структура бифуркационного дерева в

окрестности точки X = 9.01.

Сечение и отображение Пуанкаре представляют собой некоторые хаоти-

ческие множества точек, которые группируются внутри нескольких областей,

имеющих квазиленточную структуру. Вид отображения Пуанкаре показыва-

ет, что система (5.15) может быть, правда достаточно грубо, аппроксимиро-

вана при помощи одномерного отображения, что существенно упростит ее

исследование. Вид этого отображения, которое может быть заменено набо-

ром параболических и подковообразных линий, является еще одним доказа-

тельством того, что система находится в хаотическом режиме [62]. Спектр

аттрактора сплошной, но с достаточно четко просматривающимися пиками.
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Рис. 5.9: Проекция фазового портрета(a) и сечение Пуанкаре плоскостью β = 0(б) при

X = 8.25.

Непрерывность Фурье–спектра также свидетельствует о хаотичности данно-

го аттрактора. Хаотические аттракторы такого типа существуют в системе

(5.15) при 9.005 ≥ X ≥ 8.645. Сигнал, генерируемый излучателем во внеш-

нюю среду, при таких значениях X будет хаотическим.

Далее остановимся еще на нескольких типах аттракторов, существую-

щих в системе (5.15). При 8.645 > X ≥ 8.41 в системе существует устойчивый

предельный цикл. Проекция фазового портрета такого цикла приведена на

рис. 5.8.б. Этот цикл имеет более сложную структуру, чем цикл, приведен-

ный на рис. 5.4.а. Кроме того, он имеет значительно большую длительность

периода, чем цикл, приведенный на рис. 5.4.а. При значении X ≃ 8.405 этот

цикл исчезает, вследствие касательной бифуркации, и в системе рождается

хаотический аттрактор нового типа, проекция фазового портрета которого,

построенная при значении Х=8.25, приведена на рис. 5.9.а [57, 119, 185]. Пере-

ход от регулярного аттрактора к хаотическому, как и ранее, осуществляется
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через перемежаемость первого типа по Помо–Манневиллю по выше описано-

му сценарию. На рис. 5.10 приведены временные реализации по переменным

ξ и β, построенные соответственно при значениях X = 8.41 и X = 8.25. Здесь

наблюдается более частое чередование ламинарной и турбулентной фаз ат-

трактора (рис. 5.10.в–г) по сравнению с временными реализациями, приве-

денными на на рис. 5.7.в–г. Также наблюдаемый вид турбулентных всплес-

ков приводит к более сплошному покрытию траекториями аттрактора его

фазового объема (сравните рис. 5.9.а и рис. 5.5.б ). Сигнатура спектра ЛХП

данного хаотического аттрактора имеет вид : (” + ”, ”0”, ” − ”, ” − ”).

На рис. 5.9.б [57, 119, 185] приведен вид сечения Пуанкаре данного ат-

трактора. Оно по прежнему представляет собой хаотическое множество то-

чек, число которых постоянно возрастает с увеличением времени численного

интегрирования системы. Однако для этого типа хаотических аттракторов

сечение Пуанкаре утрачивает квазиленточную структуру.

На рис. 5.11.а [57, 185] приведена еще одна важная характеристика

хаотических аттракторов – распределение инвариантной меры Крылова–

Боголюбова по фазовому портрету аттрактора. Данный рисунок выполнен

в так называемой технике кодирования оттенками серого цвета, изложенной

в [62]. Инвариантная мера является количественной характеристикой вре-

мени пребывания изображающей точки траекторий аттрактора в заданной

области фазового объема. Более темные части рисунка соответствуют обла-

стям, в которых изображающая точка траекторий проводит большую часть

времени. Как видно из рис. 5.11.а, наибольшую часть времени траектории

проводят в окрестности исчезнувшего предельного цикла, что является сви-

детельством большей длительности ламинарных фаз по сравнению с турбу-

лентными. Кроме того, этот рисунок является еще одним подтверждением

реализации сценария перемежаемости при переходе от регулярного режима

к хаотическому.

При значении X = 7.86 в системе происходит чрезвычайно интересная

бифуркация типа "хаос–хаос", когда в результате сложных механизмов вза-
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Рис. 5.10: Временные реализации при X = 8.41(a–б) и X = 8.25(в–г).
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Рис. 5.11: Распределение инвариантной меры при X = 8.25(a) и проекция фазового порт-

рета при X = 7.85(б).

имодействия хаотического аттрактора с седловыми предельными циклами,

существующими в бассейне его притяжения, в системе (5.15) возникает ат-

трактор, сигнатура спектра которого имеет вид: (” + ”, ” + ”, ”0”, ” − ”).

Этот аттрактор имеет два положительных ляпуновских показателя. Такие

аттракторы называются гиперхаотическими [62]. Они существуют только в

динамических системах, размерность фазового пространства которых более

или равна четырем, и характеризуются наличием в спектре ЛХП не менее

двух положительных ляпуновских показателей. Наличие двух положитель-

ных показателей свидетельствует о существовании в фазовом пространстве

двух направлений, по которым разбегаются близкие фазовые траектории ат-

трактора. У всех ранее рассмотренных хаотических аттракторов существо-

вало только одно направление разбегания близких фазовых траекторий. На

рис. 5.11.б приведена проекция фазового портрета гиперхаотического аттрак-

тора, построенного для значения X = 7.85 [57, 119, 185]. Фазовый портрет
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Рис. 5.12: Сечение Пуанкаре плоскостью β = 0(a) и отображение Пуанкаре(б) при X =

7.85.

такого аттрактора имеет четко просматриваемую "дыру"в нижнем кольце

его спиралей.

На рис. 5.12.а–б приведены соответственно сечение и отображение Пуан-

каре гиперхаотического аттрактора [57, 119, 185]. Наблюдается еще большее

усложнение структуры данных хаотических точечных множеств по сравне-

нию с ранее рассмотренными (рис. 5.6.а–б и рис. 5.9.б). Не может быть и речи

об одномерной аппроксимации отображения Пуанкаре. Далее на рис. 5.13.а–

б приведены, соответственно, распределение инвариантной меры Крылова–

Боголюбова и распределение спектральной плотности гиперхаотического ат-

трактора. Как видно из рис. 5.13.а, гиперхаотический аттрактор обладает бо-

лее равномерным распределением инвариантной меры, чем аттрактор, суще-

ствующий при X = 8.25. Распределение спектральной плотности гиперхаоти-

ческого аттрактора по прежнему сплошное, однако в нем практически исчеза-

ют отдельные пики. Гиперхаотические аттракторы существуют в сравнитель-
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Рис. 5.13: Распределение инвариантной меры(a) и спектральная плотность(б) при X =

7.85.

но небольшом интервале изменения параметра X, а именно 7.86 ≥ X ≥ 7.745.

При дальнейшем уменьшении X они исчезают и в системе вновь возникает

устойчивый предельный цикл.

Как видно из рис. 5.2, существует еще несколько интервалов изменения

параметра X, в которых у системы (5.15) существуют хаотические аттрак-

торы. Дальнейшие исследования позволили проследить еще несколько пере-

ходов от регулярных движений к хаотическим через перемежаемость. Кроме

того, были обнаружены переходы к хаосу через каскад бифуркаций удвоения

периода [151, 152, 153].

Остановимся еще на одном типе хаотического аттрактора, обнаружен-

ного в системе (5.15). Аттракторы такого типа существуют в системе при

4.325 ≥ X ≥ 4.112. Здесь переход от регулярного режима к хаотическому

при уменьшении параметра X, то есть с левой стороны данного интервала

хаотичности, осуществляется, как и в нескольких ранее рассмотренных слу-
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чаях, по сценарию перемежаемости первого типа. Сигнатура спектра ЛХП

таких аттракторов имеет вид : (” + ”, ”0”, ” − ”, ” − ”). На рис. 5.14.а–б,

5.15.а–б приведены, соответственно, построенные при значении X = 4.255

трехмерная проекция фазового портрета аттрактора, его сечение Пуанкаре

плоскостью β = 0, отображение Пуанкаре и распределение спектральной

плотности [57, 119, 185]. Как видно из этих рисунков, заметно изменился

фазовый портрет хаотического аттрактора, на котором произошло слияние

колец его спиралей. Уменьшились амплитуды колебаний фазовых перемен-

ных и, следовательно, занимаемый аттрактором фазовый объем. В то же

время, как видно из рис. 5.2, старший ляпуновский характеристический по-

казатель для этого аттрактора приблизительно в два раза превышает по ве-

личине соответствующие показатели ранее рассмотренных хаотических ат-

тракторов. Это свидетельствует о значительно большей скорости разбегания

близких фазовых траекторий. Значительно изменилось расположение точек

в сечении Пуанкаре, хотя оно по прежнему является некоторым хаотическим

множеством точек. Отображение Пуанкаре по координате ξ отдаленно напо-

минает соответствующее отображение, приведенное на рис. 5.6.б. Однако рас-

положение точек отображения, приведенного на рис. 5.15.а, свидетельствует

о невозможности какой-либо одномерной аппроксимации в данном случае.

Фурье–спектр аттрактора (рис. 5.15.б) имеет сплошную структуру и харак-

теризуется отсутствием пиков.

При уменьшении параметра X происходит увеличение длительности

турбулентных фаз хаотического аттрактора. При X = 4.111 хаотический ат-

трактор исчезает и в системе рождается предельный цикл, который локали-

зуется в области значительно меньшего фазового объема, чем фазовый объем

области локализации исчезнувшего хаотического аттрактора. Временные ре-

ализации фазовых переменных при таком переходе "хаотический аттрактор–

предельный цикл"приведены на рис. 5.16. Таким образом, имеет место жест-

кое рождение предельного цикла из хаотического аттрактора.

Наконец, покажем, что в системе возможен переход к хаосу через кас-
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Рис. 5.14: Проекция фазового портрета(a) и сечение Пуанкаре плоскостью β = 0(б) при

X = 4.255.
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Рис. 5.15: отображение Пуанкаре(a) и спектральная плотность(б) при X = 4.255.
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Рис. 5.16: Временные реализации при X = 4.12(a–б) и X = 4.11(в–г).
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кад бифуркаций удвоения периода в соответствии со сценарием Фейгенбаума.

При X = 4.33 в системе возникает устойчивый предельный цикл. Далее, при

возрастании значений X начинается бесконечный каскад бифуркаций удво-

ения периода цикла, который заканчивается возникновением хаотического

аттрактора при X ≈ 4.45. На рис. 5.17.а–в приведены начальный цикл и две

первые бифуркации удвоения его периода. Соответственно на рис. 5.17.г по-

казан возникший в результате этого каскада хаотический аттрактор. Данный

хаотический аттрактор имеет в спектре ЛХП один положительный пока-

затель. Причем этот показатель приблизительно в восемь раз меньше, чем

максимально возможные характеристические показатели у существующих в

системе хаотических аттракторов. То есть у него существенно меньшая ско-

рость разбегания близких фазовых траекторий. Сечение и отображение Пу-

анкаре у этого типа аттракторов имеет квазиленточную структуру.

Значительный интерес вызывает сравнительный анализ поведения си-

стемы "генератор–пьзокерамический преобразователь"в случае идеального

возбуждения, когда мы пренебрегаем влиянием излучателя на функциони-

рование генератора. Этому случаю соответствует равенство нулю коэффи-

циента α4 в системе уравнений (5.15). На рис. 5.18.а–б приведены фазовые

портреты аттракторов системы (5.15), построенные при α4 = 0, X = 8.25

(рис. 5.18.а) и α4 = 0, X = 7.85 (рис. 5.18.б). В обоих случаях аттракторы

системы являются предельными циклами. В то время как при учете неиде-

альности возбуждения, которая всегда имеет место в силу закона сохране-

ния энергии, система будет находиться в хаотическом (при X = 8.25) или в

гиперхаотическом (при X = 7.85) режимах. Кроме того, случай идеально-

го возбуждения характеризуется заметным уменьшением амплитуд колеба-

ний фазовых переменных, особенно по переменным β, γ, которые описывают

колебания излучателя. Таким образом, пренебрежение неидеальностью воз-

буждения приводит к значительным ошибкам в описании процесса взаимо-

действия излучателя и генератора как количественным, так и, что является

более существенным, качественным. Например, вместо ожидаемого перио-
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Рис. 5.17: Проекция фазового портрета при X = 4.38(a), X = 4.425(б), X = 4.44(в) и

X = 4.465(г).
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Рис. 5.18: Проекция фазового портрета при X = 8.25, α4 = 0(a) и проекция фазового

портрета при X = 7.85, α4 = 0(б).

дического режима взаимодействия система фактически будет находится в

гиперхаотическом режиме.

Далее было проведено исследование бифуркаций, имеющих место в си-

стеме (5.15) при изменении параметра α4, который, как только что было от-

мечено, характеризует взаимосвязь между излучателем и генератором. Как

следует из формул (5.7), (5.16) величина этого параметра зависит от значе-

ний M, Mc, L, Ra, Lc, Cc, ω0, то есть, фактически, он является мультипара-

метром. При проведении компьютерных экспериментов значения параметров

системы определялись по формулам (5.25) за исключением параметра α4, ко-

торый принимался за бифуркационный и был переменным. Для параметра

X полагалось, что X = 7.82. Такое значение параметра X ранее соответство-

вало случаю гиперхаоса системы.

На рис. 5.19 приведена зависимость старшего, отличного от нуля, ляпу-

новского характеристического показателя системы λ от значения α4 [57, 119,
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185]. Как видно из рисунка, существуют интервалы изменения α4, в которых

значения λ будут положительными. В этих интервалах система имеет хао-

тические аттракторы. При α4 = 0 у системы (5.15) существует предельный

цикл, фазовый портрет которого практически совпадает с фазовым портре-

том цикла, приведенным на рис. 5.18.б. Однако уже при очень малом умень-

шении значения α4, а именно при α4 = −0.004, старший ляпуновский харак-

теристический показатель системы становится положительным, что свиде-

тельствует о возникновении в системе хаотического аттрактора. Как видим,

даже очень малое взаимодействие между подсистемами , генератором и из-

лучателем, приводит к появлению хаоса.

4
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Рис. 5.19: Зависимость старшего ляпуновского характеристического показателя λ от зна-

чений параметра α4.

Рассмотрим бифуркации, происходящие в системе (5.15) при возраста-

нии параметра α4. При α4 = −0.138 в системе существует устойчивый пре-

дельный цикл. Далее, при увеличении значения α4, на очень небольшом ин-

тервале (-0.138, -0.13515) в системе происходит каскад бифуркаций удвоения

периода, который заканчивается возникновением хаотического аттрактора

при α4 = −0.1351. Проекция фазового портрета этого аттрактора (для ино-

го, чем у ранее приведенных фазовых портретов, набора фазовых перемен-
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Рис. 5.20: Проекция фазового портрета(a) и сечение Пуанкаре плоскостью β = 0(б) при

α4 = −0.135.

ных), его сечение и отображение Пуанкаре, а также распределение спектраль-

ной плотности, построенные при α4 = −0.135, приведены соответственно на

рис. 5.20.а–б, 5.21.а–б [57, 119, 185].

Переход от регулярного режима к хаотическому здесь осуществляется

в соответствие со сценарием Фейгенбаума [151, 152, 153]. Заметим, что этот

аттрактор является гиперхаотическим, так как он имеет два положитель-

ных ляпуновских характеристических показателя. Фазовый портрет этого

аттрактора заметно отличается от ранее рассмотренного гиперхаотического

аттрактора. Что касается сечения и отображения Пуанкаре, то они обладают

некоторым качественным подобием с ранее рассмотренным случаем гипер-

хаоса (рис. 5.12.а–б). Существенными являются отличия и в Фурье–спектре

данного аттрактора. Он является сплошным, но в то же время в спектре чет-

ко заметны пики – "воспоминания" о гармониках исчезнувших предельных

циклов. Данный гиперхаотический аттрактор существует в системе на очень
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Рис. 5.21: Отображение Пуанкаре(a) и спектральная плотность(б) при α4 = −0.135.
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Рис. 5.22: Проекция фазового портрета(a) и сечение Пуанкаре плоскостью β = 0(б) при

α4 = −0.025.
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небольшом интервале (-0.1351,-0.1348) изменения параметра α4. Затем в си-

стеме имеется "окно периодичности", которое вновь сменяется гиперхаотиче-

ским аттрактором при α4 = −0.1344. Возникающий аттрактор качественно

подобен гиперхаотическому аттрактору, приведенному на рис. 5.11.б. Далее

при увеличении значения α4 наблюдается бифуркация "гиперхаос–хаос"в ре-

зультате которой, при α4 = −0.058, в системе возникает хаотический аттрак-

тор с сигнатурой спектра ЛХП вида : (” +”, ”0”, ” −”, ” −”). На рис. 5.22.а–б

приведены,соответственно, проекция фазового портрета и сечение Пуанкаре

аттракторов этого типа построенные при значении α4 = −0.025 [57, 119, 185].

Хаотические аттракторы, подобные приведенному на рис. 5.22, существуют в

системе (5.15) при −0.058 ≤ α4 ≤ −0.004. Затем, при α4 > −0.004, в системе

вновь возникает регулярный аттрактор – предельный цикл.

5.4 Влияние запаздывания на хаотизацию установив-

шихся колебаний

Все ранее проводившиеся исследования не учитывали такой важный фактор,

как запаздывание воздействия генератора на излучатель и запаздывание об-

ратного влияния излучателя на генератор. Заметим, что запаздывание все-

гда присутствует в реальных системах вследствие ограниченности скорости

прохождения сигналов: волн сжатия, растяжения, изгиба, силы тока и элек-

трического напряжения, а также многих других факторов. В одних случаях

учет запаздывания воздействий не приводит к существенному изменению ди-

намических характеристик исследуемых систем. В других случаях наличие

запаздывания приводит не только к значительным количественным измене-

ниям параметров установившихся режимов движения (взаимодействия), а

полностью качественно изменяет тип изучаемых движений.

Вновь рассмотрим систему, состоящую из пьезокерамического излу-
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чателя, источником возбуждения которого является электроламповый LC-

генератор. Предположим, что в данной системе присутствует постоянное за-

паздывание сигнала воздействия излучателя на генератор, которое мы обо-

значим через ρ. Будем считать, что запаздывание сигнала воздействия ге-

нератора на излучатель также равно ρ. Тогда, система дифференциальных

уравнений, описывающая нелинейное взаимодействие системы "пьезокерами-

ческий излучатель–генератор", в силу ранее полученных уравнений (5.12),

имеет вид [112]:

φ̈(t) + ω2
0φ(t) = a1φ̇(t) + a2φ̇

2(t) − a3φ̇
3(t) − a4V (t − ρ),

V̈ (t) + ω2
1V (t) = a5φ(t − ρ) + a6φ̇(t) − a7V̇ (t).

(5.29)

Параметры системы уравнений (5.29) были описаны нами ранее при выводе

системы уравнений (5.12). Заметим, что запаздывание всегда присутствует

в реальных устройствах "генератор–пьезокерамический излучатель", напри-

мер, в силу территориальной удаленности, иногда достаточно значительной,

подсистем указанного устройства. Это приводит к запаздыванию обратных

связей одной подсистемы на другую по причинам, изложенным в предыду-

щем абзаце.

Перейдем в системе уравнений (5.29) к новым безразмерным переменным

по формулам:

ξ(τ) =
φ(τ)ω0

Eg
,

dξ(τ)

dτ
= ζ(τ), β(τ) =

V (τ)

Eg

dβ(τ)

dτ
= γ(τ), τ = ω0t.
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Тогда получим следующую систему уравнений [112]:

dξ(τ)

dτ
= ζ(τ),

dζ(τ)

dτ
= −ξ(τ) + α1ζ(τ) + α2ζ

2(τ) − α3ζ
3(τ) + α4β(τ − δ),

dβ(τ)

dτ
= γ(τ),

dγ(τ)

dτ
= −α0β(τ) + α5ξ(τ − δ) + α6ζ(τ) − α7γ(τ),

(5.30)

где значения коэффициентов α0–α7 определяются по формулам (5.16), а без-

размерное запаздывание равно δ = ω0ρ.

Функция β(τ) формирует сигнал распространяемый излучателем в аку-

стическую среду, а функция ξ(τ) описывает внутренние процессы, протекаю-

щие в генераторе. Наличие запаздывания в системе уравнений (5.30) может

повлечь за собой как количественные, так и качественные изменения уста-

новившихся режимов взаимодействия. При изучении влияния запаздывания

на динамику систем в главе 4 мы ограничились исследованием его влияния

на устойчивость по Ляпунову стационарных режимов. Однако запаздывание

может оказывать более глобальное воздействие на динамику исследуемых

систем. Так, запаздывание может изменять сценарии переходов "порядок -

хаос"в исследуемой системе, приводить как к появлению новых хаотических

аттракторов, так и способствовать исчезновению таких аттракторов, суще-

ствующих в системе при отсутствии запаздывания. Рассмотрим более деталь-

но эти процессы.

Предположим, что запаздывание δ является малым и разложим функ-

ции системы уравнений (5.30), которые содержат запаздывание, в ряд по сте-

пеням δ, ограничившись двумя первыми членами такого разложения. Тогда

получим

β(τ − δ) = β(τ) − δ
dβ(τ)

dτ
= β(τ) − δγ(τ),

ξ(τ − δ) = ξ(τ) − δ dξ(τ)
dτ = ξ(τ) − δζ(τ).

(5.31)
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Подставляя выражения (5.31) в уравнения (5.30), получим следующую

систему уравнений:

dξ(τ)

dτ
= ζ(τ),

dζ(τ)

dτ
= −ξ(τ) + α1ζ(τ) + α2ζ

2(τ) − α3ζ
3(τ) + α4(β(τ) − δγ(τ)),

dβ(τ)

dτ
= γ(τ),

dγ(τ)

dτ
= −α0β(τ) + α5(ξ(τ) − δζ(τ)) + α6ζ(τ) − α7γ(τ).

(5.32)

Система уравнений (5.32) по прежнему является нелинейной системой урав-

нений четвертого порядка, однако запаздывание уже входит в нее как пара-

метр. Обоснование такого подхода детально проведено в [74].

Далее проведем цикл численных экспериментов в пространстве пара-

метров системы (5.32). При этом значения параметров задаются формулами

(5.25), а в качестве бифуркационных параметров рассматриваются X и за-

паздывание δ. Изменение значений запаздывания δ позволяет оценить его

влияние на установившиеся режимы взаимодействия генератора и излучате-

ля.

Сперва рассмотрим примеры влияния запаздывания на исчезновение ха-

отического аттрактора системы уравнений (5.32). Предположим, что X =

7.75. При таком значении X и отсутствии запаздывания в системе (δ=0) у нее

существует гиперхаотический аттрактор с двумя положительными ляпунов-

скими характеристическими показателями, которые соответственно равны:

λ1 = 0.0107 и λ2 = 0.0025. Проследим за изменениями фазового портре-

та этого гиперхаоса, которые наблюдаются при возрастании запаздывания.

На рис. 5.23 приведены проекции фазовых портретов аттракторов системы

(5.32) на плоскость (ξ, β), построенные при различных значениях запаздыва-

ния [112]. При δ=0.001 (рис. 5.23.б) начинается уменьшение фазового объе-

ма, занимаемого траекториями аттрактора, и наблюдается заметное умень-

шение числа его турбулентных всплесков. Аттрактор остается гиперхаоти-
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ческим с двумя положительными ляпуновскими характеристическими пока-

зателями. При дальнейшем увеличении значения запаздывания продолжает

наблюдаться уменьшение фазового объема области локализации аттрактора.

При δ=0.005 (рис. 5.23.в) аттрактор утрачивает структуру, типичную для

развитой перемежаемости. Его траектории начинают группироваться внут-

ри некоторой полосы. Аттрактор по прежнему остается гиперхаотическим,

но заметно уменьшаются его ляпуновские показатели, которые соответствен-

но равны λ1 = 0.006 и λ2 = 0.0017. Далее, при δ=0.007, гиперхаотический

аттрактор исчезает и в системе рождается устойчивый предельный цикл до-

статочно простой структуры (рис.5.23.г). Рис. 5.24 иллюстрирует влияние

запаздывания на перестройку структуры аттрактора при X = 7.75. При уве-

личении значения δ развитое хаотическое точечное множество (рис. 5.24.а–б)

сначала несколько упрощает свою структуру (рис. 5.24.в), а затем превраща-

ется в множество, состоящее из конечного числа точек (рис. 5.24.г). Развитая

хаотическая структура этих сечений для гиперхаотических аттракторов на-

глядно показывает невозможность одномерной аппроксимации отображений

Пуанкаре. При дальнейшем увеличении значений запаздывания хаотические

аттракторы в системе (5.32) не обнаружены.

Далее, пусть X = 4.25, а δ = 0. Как установлено в предыдущем па-

раграфе, в этом случае в системе существует хаотический аттрактор иного

типа. Он является хаотическим, а не гиперхаотическим, как в предыдущем

случае. Фазовый портрет этого хаотического аттрактора заметно отличается

от гиперхаотических аттракторов, рассмотренных на рис. 5.23.а–в. Особенно

существенно при X = 4.25 возрастает значение старшего ляпуновского пока-

зателя( λ1 = 0.0407), что свидетельствует о заметном увеличении скорости

разбегания близких фазовых траекторий. На рис. 5.25.а приведена проек-

ция фазового портрета аттрактора такого типа, построенная при значении

δ = 0. При появлении запаздывания в системе аттракторы типа, изображен-

ного на рис. 5.25.а, существуют для значений 0 ≤ δ < 0.106. При δ = 0.106

хаотический аттрактор разрушается и в системе рождается устойчивый пре-
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Рис. 5.23: Проекция фазового портрета при X = 7.75 и δ = 0(a), δ = 0.001(б), δ = 0.005(в)

, δ = 0.007(г).
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Рис. 5.24: Проекция сечения Пуанкаре плоскостью β = 0 при X = 7.75 и δ = 0(a), δ =

0.001(б), δ = 0.005(в) , δ = 0.007(г).
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Рис. 5.25: Проекция фазового портрета при X = 4.25 и δ = 0(a), δ = 0.106(б).

дельный цикл очень простой структуры. Цикл имеет следующие значения

старших показателей ляпуновских характеристических показателей: λ1 = 0

и λ2 = −0.04. Проекция фазового портрета этого цикла приведена на рис.

5.25.б [112]. Наблюдается заметное уменьшение амплитуд колебаний фазо-

вых переменных цикла по сравнению с амплитудами колебаний фазовых пе-

ременных исчезнувшего хаотического аттрактора. В этом случае происходит

жесткий переход от хаотических решений к регулярным [5]. При дальнейшем

увеличении значений запаздывания хаотические аттракторы не обнаружены.

Наиболее интересными являются случаи, когда наличие запаздывания

в системе порождает новые хаотические аттракторы. Предположим, что

X = 5.25, а δ = 0, то есть запаздывание в системе (5.32) отсутствует. В

этом случае в системе существует устойчивый предельный цикл, проекция

фазового портрета которого приведена на рис. 5.26.a [112]. Старшие ляпу-

новские показатели этого цикла соответственно равны λ1 = 0 и λ2 = −0.008.

Как следует из результатов предыдущего параграфа, значение параметра
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X = 5.25 находится достаточно далеко от границ областей, в которых си-

стема (5.15) имеет хаотические аттракторы. В окрестности этого значения

X единственными аттракторами этой системы являются предельные циклы.

Однако наличие запаздывания в системе порождает хаотические аттракторы

и при X = 5.25. Так, при появлении в системе уравнений (5.32) ненулевого

запаздывания предельный цикл достаточно простой структуры типа, приве-

денного на рис. 5.26.a, существует в интервале изменения значений запазды-

вания 0 ≤ δ < 0.057. При значении запаздывания δ = 0.057 этот предельный

цикл исчезает и в системе происходит жесткое возникновение хаотического

аттрактора. Хаотические аттракторы такого типа существуют в интервале

изменения запаздывания 0.057 ≤ δ < 0.142. Проекция фазового портрета та-

кого хаотического аттрактора, построенная при δ = 0.08, приведена на рис.

5.26.б. Для этого хаотического аттрактора старшие ляпуновские показатели

соответственно равны: λ1 = 0.016 и λ2 = 0. При δ = 0.142 хаотический ат-

трактор исчезает и в системе возникает многооборотный предельный цикл,

проекция фазового портрета которого приведена на рис. 5.26.в. Такие мно-

гооборотные циклы существуют в достаточно узком "окне периодичности",

0.142 ≤ δ ≤ 0.16. Затем, при δ = 0.161 в системе вновь возникает хао-

тический аттрактор. Проекция фазового портрета аттрактора, построенная

при δ = 0.17, приведена на рис. 5.26.г. Старший ляпуновский показатель

для аттрактора, приведенного на рис. 5.26.г, равен, λ1 = 0.018. Переход от

цикла к хаосу осуществляется через перемежаемость. Причем ламинарной

фазой этой перемежаемости является близкое к периодическому движение в

окрестности исчезнувшего в результате седло-узловой бифуркации многообо-

ротного цикла, а турбулентной - непредсказуемые наперед раскрутки вокруг

витков исчезнувшего цикла. Хаотические аттракторы этого типа существу-

ют при изменении запаздывания в пределах 0.161 ≤ δ ≤ 0.323. Влияние

запаздывания на сечение Пуанкаре этих аттракторов показано на рис. 5.27

[112]. Соответствующие сечения Пуанкаре для предельных циклов являются

точечными множествами, состоящими из конечного числа точек, которые по-
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вторяются строго через время, равное периоду цикла (рис. 5.27.а, в). В свою

очередь сечения Пуанкаре для хаотических аттракторов являются хаотиче-

скими точечными множествами. Точки таких множеств не совпадают друг с

другом и их число постоянно растет с ростом времени численного интегриро-

вания системы. Заметим, что для хаотического аттрактора, построенного при

δ = 0.08, сечение Пуанкаре имеет квазиленточную структуру (рис. 5.27.б).

Сечение Пуанкаре для хаотического аттрактора, построенного при δ = 0.17

имеет вид развитого хаотического множества (рис. 5.27.г). При дальнейшем

увеличении запаздывания хаотический аттрактор исчезает и в системе вновь

возникает предельный цикл.

Наконец, рассмотрим случай когда X = 4.56. При отсутствии запазды-

вания, δ = 0, в системе существует устойчивый предельный цикл. Проекция

фазового портрета этого цикла приведена на рис. 5.28.а [112]. Такой предель-

ный цикл сохраняется в системе уравнений (5.32) и при увеличении значений

запаздывания в пределах 0 ≤ δ ≤ 0.123. При достижении запаздыванием

значения δ = 0.124 этот цикл исчезает и в системе возникает хаотический ат-

трактор, проекции фазового портрета которого, для значения запаздывания

δ = 0.125, приведены на рис. 5.28.б [112]. Старшие ляпуновские показатели

этого хаотического аттрактора соответственно равны, λ1 = 0.027 и λ2 = 0.

Переход от регулярного движения к хаотическому в этом случае вновь проис-

ходит через механизм перемежаемости, ламинарной фазой которой являются

близкие к периодическим движения в окрестности исчезнувшего предельно-

го цикла, а турбулентной – непредсказуемые раскрутки вокруг витков цикла.

Такие хаотические аттракторы существуют при изменении запаздывания в

интервале 0.124 ≤ δ ≤ 0.244.

Наличие запаздывания в системе (5.32) позволяет выявить переход к

хаосу и по сценарию Фейгенбаума. Так, при δ = 0.28 в системе возника-

ет устойчивый граничный цикл иной структуры, чем приведенный на рис.

5.28.а. Далее, при уменьшении значений запаздывания, в системе начина-

ется бесконечный каскад бифуркаций удвоения цикла. Проекции фазовых
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Рис. 5.26: Проекция фазового портрета при X = 5.25 и δ = 0(a), δ = 0.08(б), δ = 0.16(в) ,

δ = 0.17(г).



235

-1 -0.5 0 0.5
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

-1 0 1 2 3 4 5
-1

-0.5

0

0.5

1

а б

-1 -0.5 0 0.5
-1

-0.5

0

0.5

1

-1 0 1 2 3 4 5
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

в г

Рис. 5.27: Проекция сечения Пуанкаре плоскостью β = 0 при X = 5.25 и δ = 0(a), δ =

0.08(б), δ = 0.16(в) , δ = 0.17(г).
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Рис. 5.28: Проекция фазового портрета при X = 4.56 и δ = 0(a) и δ = 0.125(б).

портретов первых трех бифуркаций этого каскада приведены на рис. 5.29.

Данный процесс завершается возникновением хаотического аттрактора при

значении δ ≈ 0.27. Проекция фазового портрета такого аттрактора приве-

дена на рис. 5.30.a. Таким образом, в этом случае переход от регулярного

режима к хаотическому происходит по сценарию Фейгенбаума. Заметим, что

фазовые портреты хаотических аттракторов, приведенные на рис. 5.30.а и

рис. 5.28.б очень похожи один на другой. Однако внимательное рассмотре-

ние этих рисунков позволяет виявить и существенное отличие. Так траекто-

рии на рис. 5.28.б образуют заметную темную полосу, которая расположена в

окрестности исчезнувшего предельного цикла. В свою очередь, на рис. 5.30.а

наблюдается равномерное распределение траекторий по фазовому портрету

аттрактора. Это различие объясняется разными сценариями перехода к ха-

осу, перемежаемостью в первом случае и каскадом Фейгенбаума во втором.

Однако схожесть типов этих хаотических аттракторов хорошо демонстриру-

ют их сечения Пуанкаре. Эти сечения приведены на рис. 5.30.б–в. Оба сече-

ния представляют хаотические точечные множества с похожей структурой
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расположения точек на секущей плоскости.

В завершение параграфа отметим, что возникновение новых хаотических

аттракторов обнаружено и для других значений параметра X, для которых

при отсутствии запаздывания в системе хаотические аттракторы не суще-

ствуют. Таким образом, наличие запаздывания в системе уравнений (5.32)

генерирует рождение новых хаотических аттракторов, причем даже в тех

областях параметров этой системы, где они не существуют при отсутствии

запаздывания.
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Рис. 5.29: Проекция фазового портрета при X = 4.56 и δ = 0.275(a), δ = 0.27(б), δ =

0.2687(в) , δ = 0.2683(г).
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Рис. 5.30: Проекция фазового портрета (a) и сечение Пуанкаре (б) при X = 4.56, δ =

0.267;сечение Пуанкаре (в) при X = 4.56, δ = 0.125.
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5.5 Выводы по главе

Таким образом, использование новой математической модели, описывающей

процесс взаимодействия колебательных режимов пьезокерамического излу-

чателя и задающего электрогенератора, позволило установить, что рассмот-

ренная задача обладает исключительным разнообразием установившихся ре-

жимов как регулярных, так и хаотических. По сути, рассмотренной дина-

мической системе присуще значительное число эффектов, характерных для

задач нелинейной динамики в целом.

В системе существуют регулярные установившиеся режимы типа поло-

жений равновесия и предельных циклов, которые могут быть как устойчи-

выми по Ляпунову, так и неустойчивыми, в частности, седловыми.

Однако еще большее разнообразие эффектов выявлено при исследова-

нии хаотической динамики системы. В данной детерминированной системе

было обнаружено несколько типов хаотических аттракторов, в том числе и

два типа гиперхаотических. Установлены и объяснены заметные отличия в

фазовых портретах, сечениях и отображениях Пуанкаре, распределениях ин-

вариантной меры и спектральной плотности у существующих в системе ха-

отических аттракторов. Показано, что системе присущи многие из встреча-

ющихся в нелинейной динамике сценариев перехода от регулярных движе-

ний к хаотическим. Так, в системе обнаружены переходы "порядок–хаос"

по сценарию Фейгенбаума, через перемежаемость первого типа по Помо–

Манневиллю, жесткие переходы к хаосу.

Для изучения влияния различных факторов запаздывания построена ма-

тематическая модель системы в виде системы дифференциальных уравнений

с отклоняющимся аргументом. Показано, что факторы запаздывания суще-

ственно влияют на динамику системы. При изменениях значений запаздыва-

ния в системе наблюдается большое разнообразие изменений типа установив-

шихся режимов вида "хаос–порядок"или "порядок–хаос–порядок–хаос".

Еще раз подчеркнем, что все богатство хаотической динамики системы
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удается выявить только благодаря математическому моделированию её как

системы с ограниченным возбуждением. Установлено, что существование де-

терминированного хаоса в системе объясняется, главным образом, взаимодей-

ствием между подсистемами (генератором и излучателем), а не автономными

свойствами каждой из подсистем в отдельности.



Глава 6

Динамический хаос при ограниченном

возбуждении колебаний

цилиндрического бака с жидкостью

6.1 Введение

Исследованию колебаний свободной поверхности жидкости в жестких баках

посвящено значительное количество работ как теоретических, так и экспе-

риментальных, среди которых можно отметить работы: [41, 73, 82, 23, 60,

200, 202, 203]. В некоторых из вышеприведенных работ имеется детальная

библиография по колебаниям оболочек с жидкостью. Такое внимание к этим

задачам обусловлено, помимо исследовательского интереса, большим прило-

жением получаемых результатов во многих областях современной техники.

Громадное количество современных машин и механизмов в качестве неотъ-

емлемого элемента конструкций содержит различные баки с жидкостями.

Подавляющее большинство работ по изучению колебаний бака с жид-

костью посвящено исследованию регулярной динамики поверхностных волн

жидкости. Однако открытие детерминированного хаоса настоятельно требует

изучения хаотических колебаний свободной поверхности жидкости в цилин-

дрических баках. Настоящая глава посвящена моделированию и исследова-

нию резонансных хаотических и регулярных колебаний бака с жидкостью
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при ограниченном возбуждении. Будут рассмотрены случаи горизонтально-

го и вертикального возбуждения электродвигателем ограниченной мощности

платформы бака, частично заполненного жидкостью. При выполнении опре-

деленных соотношений между скоростью вращения вала электродвигателя и

частотой основного тона колебаний поверхности жидкости в системе "бак с

жидкостью – электродвигатель" имеет место вынужденный резонанс (при го-

ризонтальном возбуждении) или параметрический резонанс (при вертикаль-

ном возбуждении).
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6.2 Хаос при вынужденном резонансе

6.2.1 Математическая модель при ограниченном возбуждении

Резонансные колебания и волны в жидкости в цилиндрических и сфериче-

ских баках (баках с окружной координатой) достаточно хорошо описывают-

ся маятниковыми моделями [51, 53, 55, 56, 182, 145, 158, 159, 160, 31, 192,

201, 204, 203, 206]. Явление резонанса само по себе, как преимущественные

колебания по одной или нескольким модам, позволяет свести исследование

континуальных систем к их маломерным моделям. Это хорошо известная

процедура [61], при применении которой удается исключить из рассмотрения

влияние нерезонансных мод колебаний на динамику резонансных мод. Когда

эта процедура используется в задачах динамики жидкости в цилиндре или в

сфере при резонансе она выделяет, как минимум, уравнения для двух сопря-

женных мод, которые имеют равные собственные частоты и соответствуют

собственным функциям по окружной координате θ вида cos nθ и sin nθ. В слу-

чае близости собственных частот, отвечающих модам с разными волновыми

параметрами, эта процедура [144] приводит к четырем уравнениям, причем

для резонансных мод их связь и взаимовлияние учитываются.

Взаимосвязь мод можно рассматривать как путь к возникновению хао-

тических аттракторов, исследуемых детерминированных систем. Если опре-

деленные нормальные моды колебаний распределенной системы связаны и

имеют одинаковую частоту, то регулярные установившиеся колебания по лю-

бой форме могут перейти в хаотические из-за нелинейного взаимодействия

между сопряженными формами ([202, 192, 145]). В случае близких собствен-

ных частот у форм с различными волновыми параметрами их взаимодействие

также порождает хаос ([144, 158, 159, 238, 170, 206]). Заметим, что уравнение

для одной моды не может иметь хаотических аттракторов в силу того, что

размерность его фазового пространства равна двум [60].

Еще одним путем к возникновению детерминированного хаоса является

нелинейное взаимодействие между колебательной системой (баком с жидко-
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стью) и устройством возбуждения колебаний (электродвигателем). При срав-

нимости мощности источника возбуждения и мощности, потребляемой коле-

бательной системой (что, как правило, всегда имеет место на практике), их

взаимодействие принципиально меняет динамику как самой системы, так и

источника возбуждения. В частности это взаимодействие может порождать

хаотические режимы в совокупной системе.

Как было показано в работах [170, 201, 203], вынужденный и парамет-

рический резонансы при колебаниях жидкости в баках описываются разны-

ми системами уравнений, имеющими качественно разные свойства. Причем

без учета взаимодействия с источником возбуждения хаотические колебания

жидкости в баках невозможны в случае параметрического резонанса [43].

Однако учет взаимодействия с источником возбуждения колебаний жидко-

сти может порождать хаос как при вынужденном, так и при параметриче-

ском резонансе. Существование таких режимов было установлено в работах

[50, 51]. Но в этих работах доказательство существования хаотических режи-

мов проведено только для частного случая планарных колебаний свободной

поверхности жидкости. Появление хаотических режимов в более общем слу-

чае пространственных колебаний свободной поверхности впервые установле-

но в работах [53, 56, 60, 177, 178, 176, 181, 183, 182].

Предположим, что электродвигатель посредством кривошипно–

шатунного механизма создает горизонтальные перемещения цилиндри-

ческого бака, частично заполненного жидкостью (рис. 6.1). Обозначим через

Ψ угол вращения вала электродвигателя. Когда кривошип поворачива-

ется на угол Ψ(t), бак получает перемещение в горизонтальной плоскости

u(t) = a cos Ψ(t). Для описания колебаний свободной поверхности жидкости

введем цилиндрическую систему координат Oxrθ с началом на оси симмет-

рии цилиндра на невозмущенной поверхности жидкости. Уравнение рельефа

свободной поверхности жидкости будем записывать в виде

x = ζ(r, θ, t) (6.1)
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Рис. 6.1: Схема системы двигатель-бак с жидкостью.

Пусть жидкость в баке с жестким дном является невязкой, несжимаемой

и имеет плотность ρ. Обозначим радиус цилиндрического бака через R, а его

поперечное сечение через S. Предположим, что жидкость заполняет бак до

глубины x = −d. Направление перемещений u(t) платформы бака полагаем

совпадающим с направлением полярной оси Or.

Движение жидкости в баке будем описывать с помощью потенциала ско-

рости жидкости ϕ(x, r, θ, t). Тогда граничная задача для потенциала может

быть сформулирована следующим образом [200, 202, 203, 165, 206]:

∇2ϕ = 0 (−d < x < ζ; r, θ ∈ S),

∂ϕ

∂r

∣

∣

r=0
< ∞;

∂ϕ

∂r

∣

∣

r=R
= 0;

∂ϕ

∂x

∣

∣

x=−d
= 0;

(

∂ϕ

∂x
−∇ζ∇ϕ

)∣

∣

∣

∣

x=ζ

=
∂ζ

∂t
.

(6.2)

Уравнения (6.2) и граничные условия можно получить из требования посто-

янства интеграла

S I1 =
1

2

∫ ∫

Q

∫

(

∇ϕ2
)

dS dx −
∫

S

∫

(ϕ)|x=ζ

∂ζ

∂t
dS (6.3)

по отношению к вариациям δϕ для заданной поверхности ζ (вариационный

принцип Дирихле).

Представим функции ζ (r, θ, t) и ϕ (x, r, θ, t) в виде рядов по собствен-
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ным модам колебаний, а именно:

ζ(r, θ, t) =
∑

i j

[qc
i j(t)χij(r) cos iθ + qs

i j(t)χij(r) sin iθ]

ϕ(x, r, θ, t) =
∑

i j

[

ϕc
i j(t)Xi j(x, r) cos iθ + ϕs

i j(t)Xi j(x, r) sin iθ
]

,
(6.4)

где qc
i j, qs

i j и ϕc
i j, ϕs

i j – неизвестные амплитуды нормальных мод;

χij(r) cos iθ, χij(r) sin iθ, Xi j cos iθ и Xi j sin iθ – собственные моды в линейной

аппроксимации задачи о колебаниях идеальной жидкости в цилиндрической

оболочке. При этом [200],

χij(r) =
Ji(µi jr)

Ni j
(i = 0, 1, 2, ...; j = 1, 2, 3...);

Xi j =
ch µij(d + x)χij(r)

ch µijd
;

N 2
i j =

1

2
(1 + δ0i)

[

1 −
(

i

µi jR

)2
]

Ji(µi jR).

(6.5)

Здесь Ji(.) – функции Бесселя; µi j – собственные значения, определяемые из

уравнения J ′
i(µi jR) = 0; δi j – символ Кронекера.

Используя принцип Дирихле для 6.5, на основании (6.3)–(6.5) записыва-

ем нелинейные соотношения вида

ϕc,s
ij = lijmnq̇

c,s
mn(t), (6.6)

где lijmn – нелинейные функции от амплитуд qc,s
hb (t) [200].

Тогда кинетическая энергия системы (которая равна сумме кинетиче-

ских энергий вращающегося вала двигателя, колеблющегося бака с жидко-

стью и колебаний свободной поверхности жидкости) равна [51, 53, 60, 182,

183]:

T =
1

2
IΨ̇2 +

1

2
m0 u̇2 +

1

2
ρS

∑

i,j,m,n

kijmn ϕc,s
ij ϕc,s

mn =

=
1

2
IΨ̇2 +

1

2
m0 u̇2 +

1

2
ρS

∑

i,j,m,n

aijmn q̇c,s
ij q̇c,s

mn.
(6.7)
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Здесь I – момент инерции двигателя; m0 – масса бака с жидкостью (мас-

су кривошипно-шатунного механизма считаем пренебрежимо малой); kijmn и

aijmn – нелинейные функции от qc,s
hb (t).

В свою очередь потенциальная энергия системы определяется по фор-

муле [51, 53, 60, 182, 183]:

V = ρS
∑

i,j

(

u̇ṙijq
c
ij +

1

2
gqc,s

ij qc,s
ij

)

, (6.8)

где g– ускорение свободного падения rig =
∫ ∫

S

rχijdS.

Следовательно, лагранжиан системы имеет вид:

L = T − V =
1

2
IΨ̇2 +

1

2
m0a

2Ψ̇2 sin2 Ψ +
ρS

2

∑

i,j,m,n

aijmn q̇c,s
ij q̇c,s

mn+

+aρS(Ψ̇2 cos Ψ + Ψ̈ sin Ψ)
∑

i,j

rijq
c
ij −

1

2
ρSg

∑

i,j

qc,s
ij qc,s

ij .
(6.9)

На основании (6.9) можно записать уравнение движения для координаты дви-

гателя Ψ(t):

IΨ̈ = −m0a
2(Ψ̇2 sin Ψ cos Ψ + Ψ̈ sin2 Ψ) + aρS(Ψ̇2 sin Ψ−

−Ψ̈ cos Ψ)
∑

i,j

rijq
c
ij − 2aρSΨ̇ cos Ψ

∑

i,j

rij q̇
c
ij + H1(Ψ̇) − H2(Ψ̇).

(6.10)

При этом учтены: H1(Ψ̇) – движущий момент электродвигателя и H2(Ψ̇) –

момент внутренних сил сопротивления вращению вала электродвигателя [37,

174].

Пусть скорость вращения вала электродвигателя Ψ̇(t) в установившемся

режиме близка к собственной частоте ω11 основного тона колебаний свобод-

ной поверхности, что соответствует i = 1, j = 1 в (6.3)–(6.5). Следователь-

но, реализуются условия резонансного возбуждения основных мод колебаний

qc
11(t)χ11(r) cos θ и qs

11(t)χ11(r) sin θ. Введем малый положительный параметр

ε = (ar11µ
2
11)

1

3 ,



249

где r11 = 0.4968R и µ11 = 1.8412R−1 [203]. Тогда расстройку частот Ψ̇(t) и

ω11 считаем малой величиной, пропорциональной ε2, а именно:

Ψ̇(t) − ω11 =
1

2
ε2ω11β(t). (6.11)

Здесь ω11 = (gµ11 th µ11d)
1

2 .

Аппроксимируем колебания свободной поверхности жидкости основны-

ми сопряженными модами колебаний

qc
11(t)χ11(r) cos θ, qs

11(t)χ11(r) sin θ

и вторичными модами

q01(t)χ01(r), qc
21(t)χ21(r) cos 2θ, qs

21(t)χ21(r) sin 2θ.

Как установлено в [202] коэффициенты связи вторичных мод с основными

в разложении нелинейных функций aijmn = aijmn(q
c,s
hb ) (6.7) отличны от ну-

ля и на два порядка больше, чем коэффициенты связи с другими модами.

Поэтому возбуждение основных мод колебаний обуславливает посредством

нелинейной связанности мод появление колебаний по вторичным модам.

Будем искать амплитуды колебаний по основным модам в виде [51, 53,

60, 182, 183]:

qc
11(t) = εξ[p1(τ) cos Ψ(t) + q1(τ) sin Ψ(t)];

qs
11(t) = εξ[p2(τ) cos Ψ(t) + q2(τ) sin Ψ(t)],

(6.12)

а по вторичным модам в виде [51, 53, 60, 182, 183]:

q01(t) = ε2ξ[A01(τ) cos 2Ψ(t) + B01(τ) sin 2Ψ(t) + C01(τ)];

qc
21(t) = ε2ξ[Ac

21(τ) cos 2Ψ(t) + Bc
21(τ) sin 2Ψ(t) + Cc

21(τ)];

qs
21(t) = ε2ξ[As

21(τ) cos 2Ψ(t) + Bs
21(τ) sin 2Ψ(t) + Cs

21(τ)],

(6.13)

где ξ =
ω2

11

gµ11
; τ – медленное время

τ =
1

2
ε2Ψ(t); (6.14)
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p1(τ), q1(τ), p2(τ), q2(τ), A01(τ), B01(τ), C01(τ), Ac
21(τ), Bc

21(τ), Cc
21(τ),

As
21(τ), Bs

21(τ), Cs
21(τ) – безразмерные амплитуды колебаний. Для их опре-

деления подставим выражения 6.12 и 6.13 в лагранжиан 6.9 и усредним

его по, явно входящему, быстрому времени Ψ(t) от 0 до 2π. В результате,

используя соотношения вида

q̇c,s
11 = εξΨ̇(t)[qi(τ) cos Ψ(t) − pi(τ) sin Ψ(t)]+

+
1

2
ε3ξω11

[

dpi

dτ
cos Ψ(t) +

dpi

dτ
sin Ψ(t)

]

+ ε4{...}
(6.15)

для амплитуд колебаний по основным модам (при i = 1, 2), получим следу-

ющее выражение для усредненного лагранжиана:

〈L〉 =
1

2
IΨ̇2 +

m0a
2

4
Ψ̇2 +

1

2
ε4gξρS

{

1

2

(

dp1

dτ
q1 − p1

dq1

dτ

)

+

+
1

2

(

dp2

dτ
q2 − p2

dq2

dτ

)

+ p1 +
Ψ̈

ω2
11

q1 + βE +
ξ2ω2

11

4g

[

a1111(E
2
1 + E2

2)+

+2a1122

(

E1E2 +
1

2
M 2

)

+ 2(a1212 + a1221)

(

E1E2 −
1

2
M 2

)]

+

+ +
ξω2

11

2g

∑

n,m,h

[(

2anmh1 −
1

2
ah1mn

)

(Ac,s
h1(pmpn − qmqn) + Bc,s

h1 (pmqn + pnqm))+

+ah1mnC
c,s
h1 (pmpn + qmqn)

]

+
1

2

∑

h

[bh1(A
c,s
h1)

2 + bh1(B
c,s
h1 )2−

−(Cc,s
h1 )2]

}

+ ε5{...},
(6.16)

где E = E1 + E2, En =
1

2
(p2

n + q2
n); M = p1q2 − p2q1; bh1 =

4ω2
11 − ω2

1h

ω1h
; ω1h–

собственные частоты по вторичным модам; n = 1, 2; m = 1, 2; h = 0, 2

В силу принципа Дирихле, вариации усредненного лагранжиана 〈L〉 по

амплитудам вторичных мод (Ac,s
h1 , ) (Bc,s

h1 ) и (Cc,s
h1 ) должны быть стационар-

ными. То есть должны выполняться соотношения:
∂〈L〉
∂Ac,s

h1

= 0,
∂〈L〉
∂Bc,s

h1

= 0,
∂〈L〉
∂Cc,s

h1

= 0.

Из этих соотношений можно определить величины Ac,s
h1 , Bc,s

h1 , Cc,s
h1 как функ-

ции от pn(τ) и qn(τ). После подстановки полученных значений Ac,s
h1 , Bc,s

h1 , Cc,s
h1
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в усредненный лагранжиан он запишется только как функция зависящая от

Ψ̇(t), p1(τ), q1(τ), p2(τ) и q2(τ) [60] :

〈L〉 =
1

2
IΨ̇2 +

m0a
2

4
Ψ̇2 +

1

2
ε4gξρS

[

1

2

(

dp1

dτ
q1 − p1

dq1

dτ

)

+

+
1

2

(

dp2

dτ
q2 − p2

dq2

dτ

)

+ p1 +
Ψ̈

ω2
11

q1 + βE +
1

2
AE2 +

1

2
BM 2

]

+ ε5{...}.
(6.17)

Отметим, что в (6.16) – (6.17) E и M соответствуют энергии и угловому

моменту колебаний жидкости по основным формам. Константы A и B, зави-

сящие от геометрических параметров d и R, приведены в работе [202].

Теперь, рассматривая в качестве обобщенных координат функции

p1(τ), q1(τ) и p2(τ), q2(τ), исходя из уравнений (6.17) можем записать урав-

нения Лагранжа для колебаний свободной поверхности жидкости в виде

[51, 53, 60, 182, 183]:

dp1

dτ
= αp1 − (β + AE)q1 + BMp2;

dq1

dτ
= αq1 + (β + AE)p1 + BMq2 + 1;

dp2

dτ
= αp2 − (β + AE)q2 − BMp1;

dq2

dτ
= αq2 + (β + AE)p2 − BMq1,

(6.18)

где α = − δ

ω11
; δ – коэффициент сил вязкого демпфирования δq̇c,s

11 , учитыва-

емых дополнительно к входящим в (6.17).

Система уравнений (6.18) содержит пять неизвестных функций

p1(τ), q1(τ), p2(τ), q2(τ), β(τ). Поэтому для ее замыкания необходимо запи-

сать еще одно уравнение. Для этого введем замену переменных

Ψ̇(t) = Ω(τ). (6.19)

Подставляя (6.19) в (6.10) и проводя усреднение по быстрому времени Ψ(t),

с учетом соотношений (6.12) – (6.13), получим:

Ω̇ = −ε3α1Ω̇ + ε4[M1(Ω) − α2ξΩ
2q1 − α2ξΩ̇p1] + ε5{...}. (6.20)
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Здесь

ε3α1 =
m0a

2

I
, ε3α2 =

ar11ρS

I
, ε4M1(Ω) =

H1(Ω) − H2(Ω)

I
.

В медленном времени получим соответственно:

dΩ

dτ
= ε2M2(Ω) − ε2µq1 + ε3{...}, (6.21)

при этом

ε2M2(Ω) =
2ε2

ω11
M1(Ω); µ = 2ξα2ω11.

Так как в дальнейшем мы будем исследовать установившиеся режимы

взаимодействия в системе "бак с жидкостью – электродвигатель" , то в ка-

честве движущего момента электродвигателя H1(Ω) используем его стати-

ческую характеристику [174]. Воспользовавшись линейной аппроксимацией

этой характеристики можем записать:

ε2M2(Ω) = ε2(N0 + N1Ω),

где N0, N1 являются постоянными. Далее преобразуем (6.21) в уравнение

относительно β(τ). В результате получим:

dβ

dτ
= N3 + N1β − µ1q1, (6.22)

где

N3 =
2

ω11
(N0 + N1ω11); µ1 =

2µ

ω11
.

Таким образом, процесс взаимодействия между колебаниями свободной

поверхности жидкости по доминантным резонансным модам и вращением

вала электродвигателя с ограниченной мощностью описывается следующей
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системой пяти эволюционных уравнений [51, 53, 55, 60, 182, 183]:

dp1

dτ
= αp1 −

[

β +
A

2
(p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2)

]

q1 + B(p1q2 − p2q1)p2;

dq1

dτ
= αq1 +

[

β +
A

2
(p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2)

]

p1 + B(p1q2 − p2q1)q2 + 1;

dβ

dτ
= N3 + N1β − µ1q1

dp2

dτ
= αp2 −

[

β +
A

2
(p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2)

]

)q2 − B(p1q2 − p2q1)p1;

dq2

dτ
= αq2 +

[

β +
A

2
(p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2)

]

p2 − B(p1q2 − p2q1)q1.

(6.23)

Система уравнений (6.23) использовалась в качестве основной матема-

тической модели для исследования установившихся резонансных колебаний

свободной поверхности жидкости. Особо следует подчеркнуть, что система

уравнений (6.23) является системой маятникового типа. С точностью до зна-

чений параметров A и B она совпадает с системами, рассмотренными в п.

3.3.

Далее особое внимание будет уделено возникновению, развитию и исчез-

новению динамического хаоса в данной детерминированной динамической

системе. Заметим, что размерность фазового пространства (p1, q1, β, p2, q2)

системы уравнений (6.23) равна пяти. Поэтому в ее фазовом пространстве

возможно существование хаотических аттракторов.

6.2.2 Хаотические и регулярные аттракторы при вынужденном

резонансе

Система уравнений (6.23) является существенно нелинейной, следова-

тельно нахождение ее точных решений в виде аналитических формул в об-

щем случае невозможно. Поэтому для построения решений системы (6.23)

использовались численные методы и алгоритмы. В пространстве параметров

(α, A, B, N1, N3, µ1 ) этой системы уравнений были проведены численные экс-

перименты для определения областей существования хаотических решений и



254

для исследования процесса перехода от регулярных решений к хаотическим

[51, 53, 55, 60, 121, 182, 183]. Методика проведения таких численных экспери-

ментов ранее детально описана в главах 2–3.

Система уравнений (6.23) имеет шесть параметров (α, A, B, N1, N3, µ1),

которые определяют ее поведение при установившихся режимах. Определим

тип данной динамической системы. С этой целью найдем дивергенцию ∆

системы (6.23). Очевидно, что дивергенция системы в фазовом пространстве

равна:

∆ ≡
∂

(

dp1

dτ

)

∂p1
+

∂

(

dq1

dτ

)

∂q1
+

∂

(

dβ

dτ

)

∂β
+

∂

(

dp2

dτ

)

∂p2
+

∂

(

dq2

dτ

)

∂q2
=

= 4α + N1.

(6.24)

Как видно из (6.24), дивергенция системы зависит от приведенного коэффи-

циента сил вязкого демпфирования α и параметра N1, который характери-

зует угол наклона статической характеристики электродвигателя [174]. Для

реальных физических систем эти параметры всегда будут отрицательными.

Следовательно, система уравнений (6.23) является диссипативной. Это озна-

чает, что любой начальный фазовый объем системы стремиться к нулю при

неограниченном возрастании времени. То есть, любое начальное подмноже-

ство изображающих точек, которое имеет ненулевой фазовый объем, с тече-

нием времени концентрируется в итоге на одном или нескольких аттракто-

рах. Причем эти аттракторы имеют нулевой фазовый объем. Как мы увидим

далее, аттракторы системы (6.23) могут быть как регулярными, так и хаоти-

ческими.

Рассмотрим бифуркации происходящие в данной системе при изменении

некоторых из ее параметров. Предположим, что бак заполнен жидкостью до

глубины h > 3R, поэтому, как показано в работе в [202]:

A = 1.112; B = −1.531 (6.25)



255

Параметр демпфирования α считается малым [203]:

α = −0.1. (6.26)

Также предположим , что выполняются условия для предрезонансного вли-

яния электродвигателя на колебания жидкости, то есть N3 < 0. Тогда для

статической характеристики электродвигателя можно принять, что [174]:

N3 = −0.1; µ1 = 0.5. (6.27)

Начальные условия варьировались в окрестности начала координат фа-

зового пространства системы уравнений (6.23). В частности, рассматривались

варианты выбора начальных условий, соответствующих нулевым начальным

амплитудам колебаний по первой доминантной моде и ненулевым начальным

амплитудам колебаний по второй доминантной моде, например:

p1(0) = 0, q1(0) = 0, β(0) = 0, p2(0) = 1, q2(0) = 1.

Первоначально в качестве бифуркационного рассмотрим параметр N1.

Этот параметр характеризует угол наклона статической характеристики ис-

точника возбуждения колебаний.

Как мы уже отмечали ранее, основным практическим признаком суще-

ствования хаотического аттрактора в системе является наличие в спектре ля-

пуновских характеристических показателей хотя бы одного положительного

характеристического показателя. На рис. 6.2 показана зависимость макси-

мального ляпуновского характеристического показателя λ1 от величины N1.

Как хорошо видно из рис. 6.2, существует ряд интервалов изменения пара-

метра N1, в которых величина λ1 является положительной. Следовательно,

в этих интервалах у системы уравнений (6.23) существуют хаотические ат-

тракторы.
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Рис. 6.2: Зависимость максимального ляпуновского показателя λ1 от параметра N1.

Рассмотрим более детально переход от регулярных аттракторов систе-

мы (6.23) к хаотическим. Как показали проведенные численные расчеты, при

−0.1 < N1 ≤ −0.05 существуют устойчивые положения равновесия, коорди-

наты которых имеют значения:

p1 = const; q1 = const; β = const; p2 = q2 = 0. (6.28)

Таким образом, все устойчивые положения равновесия в окрестности начала

координат фазового пространства, при −0.1 < N1 ≤ −0.05, имеют нулевые

координаты по второй доминантной моде. При N1 = −0.1 это положение

равновесия теряет устойчивость и в системе (6.23), в результате бифуркации

Андронова-Хопфа, возникает своеобразный устойчивый предельный цикл с

нулевой второй доминантной модой. То есть, предельный цикл вида:

p1 = f1(τ), q1 = f2(τ), β = f3(τ), p2 = 0, q2 = 0,
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где f1(τ), f2(τ), f3(τ) некоторые периодические функции от τ .

Начиная со значения N1 = −0.10153, в системе возникает каскад би-

фуркаций удвоения периода предельных циклов. На рис. 6.3 приведены

несколько первых бифуркаций этого каскада. Этот бесконечный каскад би-

фуркаций удвоения завершается возникновением хаотического аттрактора

при N1 = −0.101632. На рис. 6.4а–б приведены, соответственно, дву– и

трехмерные проекции хаотического аттрактора, построенного при значении

N1 = −0.10164. Проекция, приведенная на рис. 6.4а, соответствует хаотиче-

ским колебаниям по первой моде. Переход к хаосу здесь происходит по сцена-

рию Фейгенбаума. Отметим очень интересную особенность, заключающуюся

в том, что все бифуркации каскада удвоения периода и сам хаотический ат-

трактор имеют нулевую вторую доминантную моду колебаний. Хаотический

аттрактор имеет спиральную структуру. Изображающие точки траекторий

аттрактора непредсказуемо блуждают по виткам его спиралей. Как видно из

рис. 6.4б, построенный хаотический аттрактор очень похож на хаотические

аттракторы, рассмотренные в главе 3 при изучении хаотических колебаний

плоского маятника. В дальнейшем будем называть такие атрракторы одно-

модовыми.

На рис. 6.4в–г приведено сечение Пуанкаре, плоскостью β = −1.55, ха-

отического аттрактора при N1 = −0.10164 и его отображение Пуанкаре по

переменной q1. Сечение Пуанкаре представляет собой хаотическое точечное

множество, имеющее ленточную структуру. Отображение Пуанкаре может

быть достаточно точно аппроксимировано одномерными кривыми. Таким об-

разом, в этом случае исследование системы (6.23) может быть сведено к изу-

чению одномерного дискретного отображения.

Заметим, что каскад бифуркаций удвоения происходит на очень малом

по длине интервале изменения N1. Еще меньшим является интервал суще-

ствования одномодового хаотического аттрактора. Так, при N1 = −0.10165

одномодовый аттрактор исчезает и в системе возникает хаотический аттрак-

тор совершенно иного типа. На рис. 6.5а–г приведены различные проекции
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Рис. 6.3: Проекции каскада бифуркаций удвоения периода.
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Рис. 6.4: Проекции хаотического аттрактора при N1 = −0.10164 (а-б), его сечение (в) и

отображение Пуанкаре (г).
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Рис. 6.5: Проекции хаотического аттрактора при N1 = −0.10165 (а-г).
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хаотического аттрактора, который возникает в системе при N1 = −0.10165.

Прежде всего он отличается от одномодового аттрактора возбуждением коле-

баний по второй доминантной моде. В дальнейшем будем называть аттракто-

ры такого типа двумодовыми. Кроме того, заметно, в несколько раз, возрас-

тают амплитуды хаотических колебаний по первой доминантной моде. В свя-

зи с этим в несколько раз возрастает объем области фазового пространства,

в которой локализованы траектории возникшего хаотического аттрактора.

Так, на рис. 6.5а можно заметить небольшую густо затемненную область в

окрестности точки (1,0). Эта затемненная область приблизительно соответ-

ствует области локализации в фазовом пространстве исчезнувшего одномо-

дового аттрактора.

На рис. 6.5г приведен увеличенный фрагмент проекции хаотического ат-

трактора в окрестности точки (1,0). Внимательное изучение этого фрагмента

позволяет обнаружить заметное сходство с соответствующей проекцией од-

номодового аттрактора (рис. 6.4а). Это проясняет механизм возникновения

двумодового хаотического аттрактора, который возникает в результате пе-

ремежаемости между исчезнувшим хаотическим одномодовым аттрактором

и седловым предельным циклом существовавшим по соседству с областью

локализации в фазовом пространстве одномодового хаотического аттракто-

ра. При N1 = −0.10165 одномодовый аттрактор и седловой цикл исчезают

и в системе (6.23) возникает новый хаотический аттрактор, движение траек-

торий по которому включает три фазы: ламинарную, турбулентную и еще

одну, которую назовем грубо-ламинарной. Ламинарной фазе соответствуют

близкие к периодическим движения в окрестности исчезнувшего предельно-

го цикла (см. густо прочерченные траектории слева вверху на рис. 6.5а). В

непредсказуемый наперед момент времени происходит турбулентный всплеск

и траектории уходят в область исчезнувшего одномодового хаотического ат-

трактора (густо затемненная область в окрестности точки (1,0) на рис. 6.5г).

Далее, в течение достаточно длительного времени, траектории совершают

хаотические блуждания вдоль витков исчезнувшего одномодового хаотиче-
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ского аттрактора. По аналогии с терминологией, введенной в статистической

физике [42, 68, 161], назовем эту фазу движений грубо-ламинарной. В даль-

нейшем, в непредсказуемый момент времени, происходит новый турбулент-

ный всплеск и траектории возвращаются в область исчезнувшего предельного

цикла. Вышеописанный процесс повторяется бесконечное число раз. Таким

образом, имеет место перемежаемость, отличная от классических типов, рас-

смотренных Помо и Манневиллем. Отметим, что возникновение двумодового

хаотического аттрактора сопровождается с более чем трехкратным увеличе-

нием величины максимального ляпуновского характеристического показате-

ля системы (6.23) с значения 0.023 до значения 0.075.

На рис. 6.6 приведены проекции сечения Пуанкаре, плоскостью β =

−1.55, и отображения Пуанкаре (по одной из фазовых переменных) двумо-

дового хаотического аттрактора при N1 = −0.10165. Как видно из рисунков,

сечение Пуанкаре утрачивает ленточную структуру, которая существовала в

сечении одномодового аттрактора, и приобретает вид некоторого хаотическо-

го точечного множества. Однако внимательный взгляд на рис. 6.6а позволяет

заметить, что составной частью сечения Пуанкаре двумодового хаотического

аттрактора является лента исчезнувшего одномодового аттрактора. Такая же

закономернсть присуща и отображению Пуанкаре двумодового аттрактора.

Составной частью этого отображения являются жирно прорисованные "кри-

вые" ,"воспоминания" об исчезнувшем одномодовом хаотическом аттракто-

ре. Естественно, что для двумодового хаотического аттрактора невозможна

какая-либо одномерная дискретная аппроксимация.

Следует отметить, что возникновение одномодовых хаотических аттрак-

торов является результатом учета взаимодействия колебательной системы с

источником ее возбуждения. При неограниченной мощности источника хао-

тические одномодовые режимы в системе (6.23) невозможны.

Двумодовые хаотические аттракторы существуют на значительно боль-

шем по длине отрезке изменения параметра N1, а именно −0.373 ≤ N1 ≤
−0.10165. Этот отрезок соответствует области, в которой, как видно из
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Рис. 6.6: Проекции сечения (а–б) и отображение Пуанкаре (в) хаотического аттрактора

при N1 = −0.10165.



264

рис. 6.2, система (6.23) имеет положительный максимальный характеристи-

ческий показатель. Однако на рис. 6.2 четко виден ряд подходов графика

характеристического показателя к нулевому значению. Небольшие интерва-

лы, в которых характеристический показатель равен нулю, соответствуют

"окнам периодичности" в области хаоса. В этих окнах в системе существуют

устойчивые предельные циклы.

Рассмотрим поведение системы (6.23) при прохождении одного из окон

периодичности. Например, при N1 = −0.271 в системе существует предель-

ный цикл, проекции фазового портрета которого приведены на рис. 6.7. При

N1 = −0.269 предельный цикл исчезает и в результате перемежаемости пер-

вого типа в системе возникает хаотический аттрактор. Проекции фазового

портрета по двум модам колебаний такого аттрактора, построенного для

N1 = −0.268, приведены на рис. 6.7в–г. Соответственно на рис. 6.8 приведены

проекции сечения Пуанкаре, плоскостью β = −1.35, отображение Пуанкаре

по переменной q1 и трехмерная проекция фазового портрета хаотического

аттрактора. Несмотря на то, что возникший хаотический аттрактор явля-

ется двумодовым, проекции его сечения Пуанкаре имеют квазиленточную

структуру, более характерную для одномодовых хаотических аттракторов.

Как видно из рис. 6.8в, и в этом случае возможна, правда достаточно гру-

бая, аппроксимация динамики задачи при помощи дискретного одномерного

отображения.

При увеличении N1 от значения -0.268 в системе возникает более слож-

ный двумодовый хаотический аттрактор. На рис. 6.9а–г приведены, соответ-

ственно, проекции фазового портрета и сечения Пуанкаре аттрактора такого

типа, построенные при N1 = −0.25. А на рис. 6.10а–б приведены отображение

Пуанкаре и трехмерная проекция фазового портрета такого хаотического ат-

трактора. Из приведенных рисунков наглядно видно значительное изменение

и усложнение структуры проекций фазового портрета данного хаотического

аттрактора по сравнению с хаотическим аттрактором при N1 = −0.268. Про-

екции сечения Пуанкаре (рис. 6.9в–г) полностью утрачивают квазиленточную
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Рис. 6.7: Проекции предельного цикла при N1 = −0.271 (а-б) и хаотического аттрактора

при N1 = −0.268 (в-г).
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структуру и приобретают вид некоторого развитого хаотического точечного

множества. Невозможной в этом случае становится какая-либо одномерная

аппроксимация отображения Пуанкаре. Развитые хаотические аттракторы

типа, приведенного на рис. 6.9–6.10, являются наиболее типичными для си-

стемы (6.23). Они существуют при преобладающем большинстве значений N1

из отрезка [−0.373,−0.10165].

Рассмотрим теперь бифуркации, происходящие в системе (6.23), когда

управление статической характеристикой электродвигателя приводит к из-

менению величины N3 (мультипараметр, который зависит от частоты основ-

ного тона колебаний свободной поверхности жидкости и от характеристик

электродвигателя). Предположим, что N1 = −1, а величины A, B, α, µ1

остаются такими же, как в (6.25)-(6.27). На рис. 6.11 показана зависимость

максимального ляпуновского характеристического показателя λ1 от величи-

ны N3. Анализ данных, по которым построен рис. 6.11, показывает, что при

−1.6 < N3 < −0.394 имеется несколько интервалов, в которых показатель λ1

положителен. Следовательно, в этих интервалах у системы уравнений (6.23)

существуют хаотические аттракторы. Как видно из рис. 6.11, интервалы, в

которых существуют хаотические аттракторы, чередуются с узкими "окна-

ми" периодичности.

Изучим некоторые особенности перехода к хаосу при изменении значения

N3. Так, при N3 = −0.38 в системе существует устойчивый предельный цикл.

При уменьшении значений N3 начинается бесконечный каскад бифуркаций

удвоения периода, который заканчивается возникновением хаотического ат-

трактора при N3 ≈ −0.395. Возникший хаотический аттрактор существует

на очень малом интервале изменения N3 и уже при N3 = −0.39504 в результа-

те перемежаемости сменяется хаотическим аттрактором другого типа. Вновь

возникший хаотический аттрактор существует уже на значительно большем

интервале изменения N3, а именно, −0.5 < N3 ≤ −0.39504. Данная ситуация

напоминает рассмотренную ранее при изучении бифуркаций по параметру

N1, причем также у правого порога существования хаоса. Однако в послед-
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Рис. 6.9: Проекции фазового портрета (а-б) и сечения Пуанкаре, плоскостью β = −1.35,

(в-г) хаотического аттрактора при N1 = −0.25.
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Рис. 6.10: Отображение Пуанкаре (а) и трехмерная проекция фазового портрета (б) хао-

тического аттрактора при N1 = −0.25.

нем случае имеется одно существенное отличие. Как предельные циклы, так

и возникающий по сценарию Фейгенбаума хаотический аттрактор не явля-

ются одномодовыми. У них присутствуют колебания по обеим доминантным

модам.

На рис. 6.12а–б приведены проекции фазовых портретов хаотических

аттракторов построенных, соответственно, при N3 = −0.39503 и N3 =

−0.39504. Хаотический аттрактор, приведенный на рис. 6.12б, отличается от

хаотического аттрактора, приведенного на рис. 6.12а, заметным увеличением

амплитуд колебаний по обеим доминантным модам. Это приводит к суще-

ственному увеличению объема области в фазовом пространстве, в которой

локализуется возникший аттрактор. На рис. 6.12в–г приведены эти проек-

ции в увеличенном масштабе. Как хорошо видно из этих рисунков, фрагмент

проекции хаотического аттрактора при N3 = −0.39504 качественно подобен

хаотическому аттрактору при N3 = −0.39503. Эти рисунки проясняют меха-
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низм перемежаемости при возникновении одного аттрактора из другого. В

точке бифуркации хаотический аттрактор с рис. 6.12а исчезает и в системе

(6.23) возникает аттрактор нового типа, движение траекторий по которому

состоит из двух фаз. Одну из них, которую, как и ранее, будем называть

грубо-ламинарной, представляют хаотические блуждания траекторий воз-

никшего аттрактора в окрестностях траекторий исчезнувшего аттрактора.

В непредсказуемый момент времени траектории "срываются" и уходят в от-

даленные области фазового пространства. Это турбулентная фаза движений

траекторий. Затем траектории вновь возвращаются в область исчезнувшего

аттрактора. Этот процесс повторяется бесконечное число раз.

На рис. 6.13а–б приведены проекции распределения инвариантной ме-

ры по фазовым портретам хаотических аттракторов при N3 = −0.39503

(рис. 6.13а) и при N3 = −0.39504 (рис. 6.13б). На рис. 6.13б густо затем-

ненные участки соответствуют грубо–ламинарной фазе перемежаемости, а

более светлые турбулентным всплескам. Из этого рисунка отчетливо видно,

что длительность грубо–ламинарной фазы значительно превышает длитель-

ность турбулентной фазы. Распределение инвариантной меры по фазовому

портрету хаотического аттрактора на рис. 6.13а является достаточно равно-

мерным, что характерно для хаотических аттракторов, возникших по сцена-

рию Фейгенбаума. Здесь также хорошо видно качественное подобие рис. 6.13а

и рис. 6.13б, показывающее, что исчезающий хаотический аттрактор служит

"основанием" грубо–ламинарной фазы возникающего аттрактора.

На рис. 6.13в–г приведены сечения Пуанкаре, плоскостью β = −0.5, этих

аттракторов. Оба сечения Пуанкаре являются точечными хаотическими мно-

жествами. Одно из сечений (рис. 6.13г), в качестве фрагмента, содержит мно-

жество, качественно подобное второму сечению (рис. 6.13в), что лишний раз

подтверждает наличие в системе перемежаемости типа "хаос–хаос". Таким

образом, здесь также реализуется перемежаемость, отличная от классиче-

ских сценариев Помо-Манневилля.

Далее более детально рассмотрим поведение системы при прохожде-
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Рис. 6.12: Проекции фазовых портретов хаотических аттракторов при N3 = −0.39503 (а,

в) и при N3 = −0.39504 (б, г).
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Рис. 6.13: Проекции распределений инвариантной меры и сечений Пуанкаре хаотических

аттракторов при N3 = −0.39503 (а, в) и при N3 = −0.39504 (б, г).
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нии параметра N3 через окно периодичности. Предположим, что N3 ∈
[−0.828,−0.825]. В этом окне периодичности аттрактором системы являет-

ся предельный цикл. На рис. 6.14а–б приведены, соответственно, проекции

фазового портрета и сечение Пуанкаре цикла, построенного при значении

N3 = −0.825. Наблюдается структура, типичная для предельных циклов (за-

мкнутость траектории в фазовом пространстве и конечность точек в сечении

Пуанкаре).При небольшом увеличении N3 предельный цикл исчезает и в си-

стеме (6.23) возникает хаотический аттрактор. На рис. 6.14в–г приведены

проекции фазового портрета и распределение инвариантной меры Крылова–

Боголюбова по фазовому портрету хаотического аттрактора, построенные

при N3 = −0.824. Последний рисунок является хорошей иллюстрацией типа

перехода от регулярного аттрактора к хаотическому. На рис. 6.14г отчетливо

просматривается густо прочерченная область, практически совпадающая с

исчезнувшим предельным циклом. Она является ламинарной фазой переме-

жаемости "предельный цикл – хаос" . Соответственно более светлые участки

характеризуют турбулентную фазу этой перемежаемости.

На рис. 6.15 приведены проекция сечения Пуанкаре, плоскостью β =

−1.35, и отображение Пуанкаре хаотического аттрактора при N3 = −0.824.

Оба они представляют собой развитые хаотические точечные множества.

Возникший хаотический аттрактор является двумодовым. Аттракторы та-

кого типа являются наиболее характерными для системы (6.23). Они су-

ществуют для большинства значений N3 из области хаоса, определенной

на основании анализа рис. 6.11. В частности, хаотические аттракторы та-

кого типа существуют у левой границы хаотической области, определенной

по рис. 6.11. При прохождении в сторону уменьшения параметром N3 этой

границы (N3 ≈ −1.544505) хаотический аттрактор исчезает и аттрактором

системы становится положение равновесия вида p1 = const, q1 = const,

β = const, p2 = q2 = 0. Характерным для таких положений равновесия

является равенство нулю переменных второй доминантной моды. Так, для

значения N3 = −1.544506 положение равновесия имеет следующие коорди-
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наты:

p1 = 0.84; q1 = 0.07; β = −1.58; p2 = q2 = 0. (6.29)

В заключение параграфа рассмотрим некоторые бифуркации системы

(6.23), происходящие при изменении параметра α (коэффициента демпфиро-

вания). Предположим, что N1 = N3 = −1, а значения величин A, B, µ1 такие

же, как в (6.25), (6.27). На рис. 6.16 приведена зависимость максимального

ляпуновского характеристического показателя λ1 от коэффициента демпфи-

рования α. На последнем рисунке четко видны интервалы положительности

характеристического показателя. В этих интервалах система имеет хаоти-

ческие аттракторы. Как и в предыдущих случаях, интервалы хаотичности

чередуются с очень малыми интервалами, в которых максимальный харак-

теристический показатель равен нулю. Это окна периодичности в хаосе, в

которых аттракторами системы (6.23) будут предельные циклы.

При α = −0.3115 в системе существует устойчивый предельный цикл.

При возрастании α, начиная со значения α = −0.311, в системе происхо-

дит бесконечный каскад бифуркаций удвоения периода, который завершается

возникновением хаотического аттрактора при α ≈ −0.3109. Снова наблюда-

ется достаточно типичная для этой задачи закономерность: переход к хаосу

по сценарию Фейгенбаума реализуется на очень малом интервале изменения

параметра, в данном случае на интервале (−0.311,−0.3109). На рис. 6.17 при-

ведены первые бифуркации каскада удвоения. В свою очередь, на рис. 6.18

приведены проекции возникшего по сценарию Фейгенбаума хаотического ат-

трактора, а также сечение и отображение Пуанкаре данного аттрактора. Как

видно из рис. 6.18, в данном случае сечение и отображение Пуанкаре имеют

четкую ленточную структуру и могут быть аппроксимированы с помощью

одномерных кривых.

Вышеописанный сценарий перехода к хаосу повторяется при прохожде-

нии параметром α правой границы окна периодичности. Всюду каскад би-
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Рис. 6.14: Проекции фазового портрета и сечения Пуанкаре предельного цикла при

N3 = −0.825 (а–б); проекции фазового портрета и распределения инвариантной меры

хаотического аттрактора при N3 = −0.824 (в–г).



277

p1

-2 -1 0 1 2

p2

-2

-1

0

1

2

p1,n

-2 -1 0 1 2 3

p1,n+1

-2

-1

0

1

2

3

а б

Рис. 6.15: Проекции сечения и отображения Пуанкаре хаотического аттрактора при N3 =

−0.824 (а–б).

фуркаций удвоения происходит на очень малом интервале изменения пара-

метра. Возникающие в результате каскада бифуркаций удвоения хаотические

аттракторы при этом подобны приведенному на рис. 6.18. Далее на всех ин-

тервалах хаотичности повторяется следующая закономерность. При удале-

нии α от правой границы окна периодичности хаотический аттрактор стано-

вится более "развитым" . Его траектории начинают заполнять все пустоты,

которые имеются на рис. 6.18а–б. При этом сечения Пуанкаре утрачивают

ленточную структуру и приобретают вид достаточно сложных хаотических

точечных множеств. Иллюстрацией этого служит рис. 6.19. На этом рисунке

приведены различные характеристики хаотического аттрактора, построенно-

го при α = −0.15, то есть примерно посередине интервала хаотичности (см.

рис. 6.16).

Отметим, что структура фазового портрета хаотического аттрактора,

приведенного на последнем рисунке, является наиболее типичной для хао-

тических аттракторов, которые существуют в системе (6.23). Практически



278

-0.3 -0.2 -0.1 0

1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Рис. 6.16: Зависимость максимального ляпуновского показателя λ1 от параметра α.

аттракторы с подобным фазовым портретом всегда встречаются при обнару-

жении хаоса, в случае когда бифуркационный параметр находится в некото-

ром отдалении от границы окна периодичности. Однако похожесть фазовых

портретов не влечет за собой похожесть сечений и отображений Пуанкаре.

Действительно, рассмотрим хаотический аттрактор, построенный при значе-

нии α = −0.188. Как видно из рис. 6.16, это значение α, как и α = −0.15

находится достаточно далеко от границ ближайших к нему окон периодично-

сти. Проекции фазового портрета хаотического аттрактора, существующего в

системе, при α = −0.188 практически неотличимы от соответствующих про-

екций хаотического аттрактора при α = −0.15. Поэтому здесь не приводятся

эти проекции. Для наглядного представления фазового портрета хаотическо-

го аттрактора при α = −0.188 достаточно взглянуть на рис. 6.19а–б. А вот

сечения и отображения Пуанкаре аттракторов при α = −0.15 и α = −0.188,
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Рис. 6.17: Проекции каскада бифуркаций удвоения периода.
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Рис. 6.18: Проекции фазового портрета (а–б) , сечение (в) и отображение (г) Пуанкаре

хаотического аттрактора при α = −0.31084.



281

p1

-3 -2 -1 0 1 2

p2

-2

-1

0

1

2

q1

-1 0 1 2

q2

-2

-1

0

1

2

а б

p1

-2 -1 0 1 2

p2

-2

-1

0

1

2

q1

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

q2

-2

-1

0

1

2

в г

Рис. 6.19: Проекции фазового портрета (а–б) и проекции сечения Пуанкаре (в–г) хаотиче-

ского аттрактора при α = −0.15.
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одной и той же секущей плоскостью β = −1.55, заметно отличаются друг от

друга. Так, на рис. 6.20а–в приведены проекции сечения Пуанкаре, плоско-

стью β = −1.55, и отображение Пуанкаре, по переменной q2, хаотического

аттрактора при α = −0.188. Соответственно на рис. 6.20г приведено отоб-

ражение Пуанкаре, по этой же переменной, хаотического аттрактора при

α = −0.15. Сравнение соответствующих частей рисунков 6.19 и 6.20 пока-

зывает значительные отличия в структуре сечений и отображений Пуанкаре

у двух рассматриваемых хаотических аттракторов. У обоих аттракторов се-

чения и отображения представляют собой развитые хаотические множества.

Аппроксимация таких множеств одномерными кривыми невозможна.

Проведенные численные расчеты показали, что в пространстве парамет-

ров системы (6.23) может быть локализована трехмерная область изменения

параметров N1, N3, α, в которой хаотические аттракторы являются в боль-

шей степени типичными аттракторами исследуемой системы уравнений, чем

регулярные аттракторы. Действительно, обозначим через Pr трехмерный па-

раллелепипед в пространстве параметров системы (6.23), границы которого

определяются условиями :

−0.32 < α < 0; −0.4 < N1 < −0.1; −1.6 < N3 < −0.35;

A = 1.112; B = −1.531; µ1 = 0.5.

(6.30)

Практически для всех значений параметров системы (6.23), которые нахо-

дятся внутри области Pr, единственным возможным аттрактором такой си-

стемы, в окрестности начала координат фазового пространства, является ха-

отический аттрактор.

Предположим, что область изменения начальных условий определяется

соотношениями :

|pi| ≤ 2.5; |qi| ≤ 2.5; |β| ≤ 2.5; i = 1, 2. (6.31)

При удовлетворении в наших численных экспериментах условий (6.30) и

(6.31) в пространстве параметров системы (6.23) удалось определить двух-
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Рис. 6.20: Проекции сечения Пуанкаре (а–б) и отображение Пуанкаре (в) хаотического

аттрактора при α = −0.188; отображение Пуанкаре (г) хаотического аттрактора при α =

−0.15.
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параметрическую область Ca, границы которой приблизительно устанавли-

ваются следующими соотношениями:

−1.5N1 − 0.05 ≤ N3 ≤ −0.475N1 + 0.08; 0 < N1 ≤ 10. (6.32)

В пределах области Ca существуют небольшие "островки", общая площадь

которых существенно меньше, чем площадь области Ca. В этих островках

возможные аттракторы системы (6.23) будут регулярными. Для всех осталь-

ных значений N1, N3 ∈ Ca единственными существующими аттрактороми

системы уравнений (6.23) являются хаотические аттракторы одного из ранее

рассмотренных типов. Причем, одномодовые аттракторы могут существовать

только в очень узких полосах, расположенных вдоль границы Ca. Переход

от регулярного к хаотическому движению происходит по ранее приведенным

сценариям, в том числе и по "неклассическому" сценарию перемежаемости.

6.3 Хаос при параметрическом резонансе

6.3.1 Математическая модель для неидеального возбуждения

Теперь рассмотрим случай вертикального возбуждения электродвигателем

ограниченной мощности платформы цилиндрического бака, частично запол-

ненного жидкостью. Схематически такая механическая система представле-

на на рис 6.21. Вал электродвигателя через кривошипно-шатунный механизм

соединен с платформой, на которой закреплен жесткий цилиндрический бак

радиуса R, частично заполненный жидкостью. Когда кривошип a поворачи-

вается на угол Ψ, платформа получает перемещение вида v(t) = a cos Ψ(t).

Для описания колебаний свободной поверхности жидкости введем цилиндри-

ческую систему координат Oxrθ с началом на оси бака, на невозмущенной по-

верхности жидкости. Тогда уравнение рельефа свободной поверхности жид-

кости запишем в виде x = η(r, θ, t). Предположим, что жидкость невязкая и
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Рис. 6.21: Схема системы.

несжимаемая с плотностью ρ и заполняет цилиндрический бак сечения S до

глубины x = −d.

Отыскивать функцию рельефа поверхности жидкости будем в виде раз-

ложения по собственным модам:

η(r, θ, t) =
∑

i,j

[qc
ij(t)kij(r) cos iθ + qs

ij(t)kij(r) sin iθ]. (6.33)

Сохраняя все обозначения, принятые в [59], кинетическую энергию совокуп-

ной системы запишем в виде [56]:

T =
1

2
IΨ̇2 +

1

2
m0v̇

2 +
1

2
ρS

∑

i,j,m,n

aijmnq̇
c,s
ij q̇c,s

mn. (6.34)

Здесь I – момент инерции вала двигателя; m0 – масса бака с жидкостью;

aijmn – нелинейные функции от qc,s
ij (t), qc,s

mn(t) [200, 204].

В свою очередь, потенциальная энергия перемещений свободной поверх-

ности жидкости равна [56, 200]:

V = ρ

∫ ∫

S

dS

η
∫

0

(g + v̈)xdx =
1

2
ρS(g + v̈)

∑

i,j

qc,s
ij qc,s

ij , (6.35)

где g – ускорение свободного падения.
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Поэтому лагранжиан системы получает вид :

L =
1

2
IΨ̇2 +

1

2
m0a

2Ψ̇2 sin2 Ψ +
1

2
ρS

∑

i,j,m,n

aijmnq̇
c,s
ij q̇c,s

mn+

+
1

2
ρSa(Ψ̇2 cos Ψ + Ψ̈ sin Ψ)

∑

i,j

qc,s
ij qc,s

ij − 1

2
ρSg

∑

i,j

qc,s
ij qc,s

ij .
(6.36)

В результате для Ψ(t) получаем следующее уравнение Лагранжа :

IΨ̈ = −2m0a
2Ψ̇2 sin Ψ cos Ψ − m0a

2Ψ̈ sin2 Ψ + aρS(Ψ̇2 sin Ψ−

−Ψ̈ cos Ψ)
∑

i,j

qc,s
ij qc,s

ij − 2aρSΨ̇ cos Ψ
∑

i,j

qc,s
ij q̇c,s

ij + Φ(Ψ) − H(Ψ).
(6.37)

Последние два слагаемые в правой части уравнения (6.37) – движущий мо-

мент и момент внутренних сил сопротивления электродвигателя. Пусть ско-

рость вращения вала Ψ̇(t) в установившихся режимах двигателя близка к

2ω1, где ω1 – собственная частота основного тона колебаний свободной по-

верхности, которая соответствует модам qc
11(t)k11(r) cos θ и qs

11(t)k11(r) sin θ.

Введем в рассмотрение малый положительный параметр

ε = ω1

√

a

g
. (6.38)

Также предположим, что

Ψ̇ − 2ω1 = ε2ω1β. (6.39)

Колебания свободной поверхности жидкости аппроксимируем колебаниями

по основным и вторичным модам, амплитуды которых определяем в виде

[56, 204]:

qc
11(t) = ευ

[

p1(τ) cos
Ψ

2
+ q1(τ) sin

Ψ

2

]

;

qs
11(t) = ευ

[

p2(τ) cos
Ψ

2
+ q2(τ) sin

Ψ

2

]

;

q01(t) = ε2υ

[

A01(τ) cos Ψ + B01(τ) sin Ψ + C01(τ)

]

;

qc,s
21 (t) = ε2υ

[

Ac,s
21 (τ) cos Ψ + Bc,s

21 (τ) sin Ψ + Cc,s
21 (τ)

]

.

(6.40)
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Здесь τ – медленное время, τ =
1

4
ε2Ψ, υ =

R

1.8412
th(

1.8412

R
d). Определив

безразмерные амплитуды Ac,s
ij (τ), Bc,s

ij (τ), Cc,s
ij (τ) вторичных мод по методу

Майлса [51, 53, 182, 204, 203, 206] через амплитуды p1(τ), q1(τ), p2(τ), q2(τ) и

применив процедуру усреднения лагранжиана по, явно входящему быстрому

времени Ψ(t), для амплитуд доминантных мод получим следующую систему

уравнений [56, 182, 183]:

dp1

dτ
= αp1 −

[

β +
A

2
(p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2)

]

q1 + B(p1q2 − p2q1)p2 + 2q1;

dq1

dτ
= αq1 +

[

β +
A

2
(p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2)

]

p1 + B(p1q2 − p2q1)q2 + 2p1;

dβ

dτ
= N3 + N1β − µ1q1;

dp2

dτ
= αp2 −

[

β +
A

2
(p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2)

]

q2 − B(p1q2 − p2q1)p1 + 2q2;

dq2

dτ
= αq2 +

[

β +
A

2
(p2

1 + q2
1 + p2

2 + q2
2)

]

p2 − B(p1q2 − p2q1)q1 + 2p2.

(6.41)

Третье уравнение системы (6.41), как и ранее, получено из уравнения для

скорости вращения вала Ψ̇ (6.37) после применения процедуры усреднения и

использования соотношений (6.39) – (6.40). Кроме того, в системе уравнений

(6.41) приняты следующие обозначения : α = − δ

ω1
– коэффициент дополни-

тельных сил демпфирования ε2δq̇c,s
ij колебаний жидкости [51, 203, 204, 206];

N0, N1 – постоянные линейной статической характеристики электродвигате-

ля; N3 =
1

ω1

(

N0 + 2N1ω1

)

; µ1 =
ρSυR2

(1.8412)2(2I + m0a2)ω2
1

; A и B – константы,

величины которых зависят от диаметра бака и глубины заполнения его жид-

костью [51, 203].

Система уравнений (6.41) использовалась в качестве основной матема-

тической модели при исследовании динамики колебаний бака с жидкостью,

возбуждаемого электродвигателем ограниченной мощности. Естественно, что

математическая модель для частного случая идеального возбуждения легко

может быть получена из системы (6.41). В случае идеального возбуждения

третье уравнение системы (6.41) следует отбросить, а в оставшихся положить
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β = const. Как установлено Майлсом [200], система с идеальным возбуждени-

ем не имеет хаотических режимов установившихся колебаний при параметри-

ческом резонансе. Покажем, что учет неидеальности возбуждения позволяет

обнаружить хаос в этой детерминированной динамической системе.

6.3.2 Возникновение, развитие и исчезновение динамического ха-

оса

Целью дальнейшего исследования является поиск хаотических движений си-

стемы (6.41) и изучение сценариев перехода от регулярных движений к ха-

отическим. Для достижения этой цели в пространстве параметров системы

(6.41) был проведен большой комплекс численных расчетов [56, 182, 183].

Методика проведения таких расчетов детально описана в главах 2–3.

При проведении численных расчетов предполагалось, что

α = −0.8; A = 1.12; B = −1.531; N3 = −0.25; µ1 = 4.5. (6.42)

Начальные условия варьировались в окрестности начала координат фазового

пространства системы уравнений (6.41).

В качестве бифуркационного параметра рассматривался параметр N1,

определяющий угол наклона статической характеристики электродвигателя.

Напомним, что этот параметр зависит от типа электродвигателя, применяе-

мого для возбуждения колебаний. Начальные условия при проведении чис-

ленных расчетов варьировались в окрестности начала координат фазового

пространства системы (6.41).

На рис.6.22 приведена зависимость максимального ляпуновского харак-

теристического показателя λ1 от значений параметра N1. Как видно из этого

рисунка, интервал N1 ∈ (−2.1, −0.3) практически полностью покрывается

подинтервалами, в которых максимальный ляпуновский показатель имеет

положительное значение. Следовательно, в этих подинтервалах положитель-

ности максимального ляпуновского показателя, в системе (6.41) существуют

хаотические аттракторы.
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Рис. 6.22: Зависимость максимального ляпуновского показателя λ1 от параметра N1.

Исследуем типы хаотических аттракторов системы (6.41) и изучим сце-

нарии перехода от регулярных аттракторов к хаотическим. Размерность фа-

зового пространства системы (6.41) равна пяти. Поэтому наглядное геометри-

ческое изучение пятимерных фазовых портретов и четырехмерных сечений

Пуанкаре аттракторов системы возможно только в каких-либо проекциях.

Заметим, что в силу симметрии системы по переменным p1, q1 и p2, q2, проек-

ции ее фазовых портретов в установившихся режимах как регулярных, так

и хаотических, обладают одной интересной особенностью. Проекция фазо-

вого портрета на плоскость p1, q1 совпадает с проекцией на плоскость p2, q2

с точностью до постоянного множителя. Как правило, мы будем использо-

вать двумерную проекцию на плоскость p1, q1. Напомним, что эти фазовые

координаты отвечают колебаниям по первой основной моде.

В окрестности точки N1 = −2.1 в системе существует устойчивый пре-
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дельный цикл простой однотактной структуры. Проекция фазового портре-

та такого цикла приведена на рис. 6.23а. Начиная со значения N1 ≈ −2.03,

начинается бесконечный каскад бифуркаций удвоения исходного цикла. На

рис. 6.23б–г приведены первые три бифуркации этого каскада. Последова-

тельно наблюдается возникновение двух–, четырех– и восьмитактных пре-

дельных циклов. Данный каскад бифуркаций удвоения завершается в кри-

тической точке N1 ≈ −1.86 возникновением хаотического аттрактора. На

рис. 6.24 приведены построенные при N1 = −1.85 различные проекции фа-

зового портрета возникшего хаотического аттрактора, его сечение Пуанкаре

плоскостью β = −1.7 и отображение Пуанкаре по переменной q1. Возник-

ший в системе, по сценарию Фейгенбаума, хаотический аттрактор имеет спи-

ральную структуру. В проекции p1, q1 этот аттрактор обладает двухтактной

структурой состоящей из двух "лент" с двумя внутренними "дырами" . Се-

чение Пуанкаре является квазиленточным. Точки хаотического множества

этого сечения группируются вдоль некоторых одномерных кривых. Отобра-

жение Пуанкаре также может быть достаточно точно аппроксимировано од-

номерными кривыми. В дальнейшем при построении сечений Пуанкаре мы

всегда будем использовать, в качестве секущей, плоскость β = −1.7.

На рис. 6.25 приведены Фурье–спектры: однотактного предельного цик-

ла, первых двух бифуркаций удвоения периода и возникшего по сценарию

Фейгенбаума хаотического аттрактора. Как хорошо видно из этого рисунка,

Фурье–спектры предельных циклов являются дискретными. Легко заметить

последовательное увеличение числа пиков этих спектров на приведенных ри-

сунках. Приведенный на рис. 6.25г спектр хаотического аттрактора является

непрерывным. Однако его структура со сглаженными пиками и завалами

вдоль частотной оси отдаленно напоминает спектры исчезнувших предель-

ных циклов.

Хаотические аттракторы, подобные приведенному на рис. 6.24, суще-

ствуют при изменении N1 на интервале −1.86 < N1 ≤ −1.8. Затем в ре-

зультате внутренних бифуркаций хаотических аттракторов происходит сли-
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Рис. 6.23: Проекции фазовых портретов предельного цикла при N1 = −2.1 (а) и первых

трех его бифуркаций удвоения периода (б–г).
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его сечение (в) и отображение Пуанкаре (г) .
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Рис. 6.25: Фурье–спектры предельного цикла при N1 = −2.04 (а), первых двух его бифур-

каций удвоения периода (б–в) и хаотического аттрактора при N1 = −1.85 (г).
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яние двухтактных лент аттрактора в однотактную ленту. Данное слияние

происходит при значении N1 ≈ −1.798. В системе возникают хаотические

аттракторы, подобные приведенному на рис. 6.26. Как видно из рис. 6.26а,

однотактная лента хаоса по прежнему имеет две внутренние "дыры" . Также

в этом случае возрастают амплитуды колебаний по фазовым переменным.

Несколько усложняется, по сравнению с однотактным хаосом, структура се-

чения и, особенно, отображения Пуанкаре. Хотя и для двухтактного хаоса

сечение и отображение Пуанкаре хорошо аппроксимируются одномерными

кривыми. Фурье–спектр для хаотического аттрактора при N1 = −1.75 при-

веден на рис. 6.27а. По сравнению со случаем двухтактного хаоса в приве-

денном спектре отсутствуют завалы в области средних частот.

Хаотический аттрактор сохраняет структуру, подобную приведенной на

рис. 6.26, при изменении параметра N1 в пределах −1.798 < N1 < −1.67.

Однако при изменении N1 в вышеуказанных пределах, при неизменности

структуры проекций фазовых портретов по основным модам колебаний (од-

нотактные с двумя окнами), происходят их некоторые эволюции в результате

внутренних бифуркационных явлений. При увеличении значений N1 наблю-

дается развитие стохастичности аттракторов в том смысле, что траектории

начинают все плотнее заполнять занимаемые аттракторами фазовые объемы,

уменьшая площадь окон в проекциях p1, q1 и p2, q2. При этом также наблюда-

ется возрастание амплитуд колебаний по всем фазовым переменным и увели-

чение значений максимальных ляпуновских показателей. Далее, в довольно

узком окне периодичности, −1.67 < N1 ≤ −1.65 в системе наблюдаются би-

фуркации возникновения и гибели целого ряда предельных циклов. Затем

при N1 ≈ −1.64 в системе вновь возникает хаотический аттрактор, проек-

ции которого имеют однотактную структуру с двумя внутренними "дырами".

Но заметно возрастает (см. рис. 6.22) величина максимального ляпуновского

характеристического показателя, которая на интервале N1 ∈ (−1.64,−1.62)

достигает своих наибольших значений. Следовательно, на этом интервале на-

блюдается наибольшая скорость разбегания близких фазовых траекторий. В
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окрестности точки N1 ≈ −1.61 хаотический аттрактор исчезает и в системе

возникает устойчивый предельный цикл.

При дальнейшем увеличении значения N1 в системе (6.41) существует до-

статочно "широкое" окно периодичности в хаосе (см. рис. 6.22). При прибли-

жении значения N1 к правой границе этого окна, со значения N1 = −1.5, на-

чинается каскад бифуркаций удвоения периода предельных циклов. Данный

бесконечный каскад заканчивается возникновением хаотического аттрактора

при N1 ≈ −1.43. Вновь наблюдается переход от регулярного режима к хаоти-

ческому по сценарию Фейгенбаума. Проекция фазового портрета, возникшего

хаотического аттрактора, его отображение Пуанкаре и Фурье–спектр, постро-

енные при N1 = −1.4, приведены, соответственно, на рис. 6.27б–г. Как видно

из этого рисунка, проекция фазового портрета имеет структуру двухтактной

ленты с двумя внутренними "дырами" и очень напоминает проекцию фазо-

вого портрета изображенную на рис. 6.24а. Практически рассматриваемые

геометрические структуры могут быть получены одна из другой при помощи

преобразования поворота. Отображение Пуанкаре (рис. 6.27в) имеет ленточ-

ную структуру и допускает одномерную дискретную аппроксимацию. Фурье–

спектр (рис. 6.27г) является непрерывным с завалами в среднечастотном диа-

пазоне, аналогично спектру хаотического аттрактора при N1 = −1.85. Таким

образом, налицо заметная схожесть различных характеристик хаотических

аттракторов при N1 = −1.85 и N1 = −1.4

Двухтактные, в проекциях на координатные плоскости по амплитудам

основных мод колебаний, хаотические аттракторы существуют в системе

(6.41) при −1.43 < N1 < −1.36. При дальнейшем увеличении N1, в точке

N1 ≈ −1.36 происходит слияние двухтактной ленты хаотического аттракто-

ра в однотактную. На рис. 6.28а–г приведены проекция фазового портрета,

сечение и отображение Пуанкаре и Фурье–спектр хаотического аттрактора

такого типа, построенные при N1 = −1.25. Здесь наблюдаются некоторые

очевидные аналогии с хаотическим аттрактором, приведенным на рис. 6.26.

Отличным от предыдущего здесь является то, что по мере развития сто-
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Рис. 6.26: Проекции фазового портрета хаотического аттрактора при N1 = −1.75 (а–б),

его сечение (в) и отображение Пуанкаре (г) .
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Рис. 6.27: Фурье–спектр хаотического аттрактора при N1 = −1.75 (а); проекция фазового

портрета (б), отображение Пуанкаре (в) и Фурье–спектр (г) хаотического аттрактора при

N1 = −1.4.
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хастичности аттрактора наблюдается уменьшение фазового объема области,

занимаемой траекториями аттрактора.

Дальнейшие внутренние гомоклинические бифуркации, происходящие

при продолжении увеличения значения N1 приводят к возникновению хаоти-

ческого аттрактора имеющего сплошную структуру в проекции p1, q1, то есть

хаоса с наиболее развитой стохастичностью. На рис. 6.29 приведен аттрактор

такого типа, построенный при N1 = −1.05. Продолжает наблюдаться умень-

шение амплитуд колебаний по основным модам траекторий аттрактора. Се-

чение Пуанкаре имеет ленточную структуру и, качественно очень похоже на

сечение в предыдущем случае. Напротив отображение Пуанкаре усложняется

и начинает утрачивать ленточность своей структуры. Из Фурье–спектра ат-

трактора практически исчезают частотные завалы и он, оставаясь непрерыв-

ным, приобретает структуру, близкую к сплошному шумовому пьедесталу.

Хаотические аттракторы, подобные приведенному на рис. 6.29, существуют

при −1.11 ≤ N1 ≤ 0.9. При N1 ≈ −0.89 в системе вновь происходит воз-

никновение хаотического аттрактора имеющего (в проекциях p1, q1 и p2, q2)

однотактную структуру с двумя "дырами". Такая структура фазового порт-

рета хаотического аттрактора сохраняется при N1 ∈ (−0.89,−0.35). Хотя

следует отметить, что в интервале хаоса N1 ∈ (−0.89,−0.35) имеются уз-

кие окна периодичности. При N1 = −0.34 хаотический аттрактор сменяется

регулярным – четырехтактным предельным циклом.

Как вытекает из проведенных исследований, хаотические аттракторы

различных типов, существующие в системе уравнений (6.41) при N1 < −1.62,

во многом подобны соответствующим типам хаотических аттракторов, суще-

ствующих при N1 > −1.43. Однако имеется еще одно, не очевидное, свойство

их подобия, которое мы проиллюстрируем на примере однотактного хаотиче-

ского аттрактора. На рис. 6.30 приведены трехмерные проекции хаотических

аттракторов, построенных при N1 = −1.75 и N1 = −1.21. В этих трехмер-

ных проекциях учитывается и координата β, описывающая вращение вала

электродвигателя. Как видно из рисунка, фазовые портреты этих аттрак-
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Рис. 6.28: Проекция фазового портрета (а), сечение (б) и отображение Пуанкаре (в) и

Фурье–спектр (г) хаотического аттрактора при N1 = −1.25.
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Рис. 6.29: Проекция фазового портрета (а), сечение (б) и отображение Пуанкаре (в) и

Фурье–спектр (г) хаотического аттрактора при N1 = −1.05.
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Рис. 6.30: Проекции фазовых портретов хаотических аттракторов при N1 = −1.75(а) и

при N1 = −1.21 (б).

торов практически идентичны. Однако они различны, поскольку на рисун-

ке представлены проекции фазовых портретов на разные подпространства

фазового пространства. Таким образом, наблюдается структурное подобие

проекций фазовых портретов однотактовых хаотических аттракторов в со-

вершенно разных фазовых подпространствах, что, очевидно, связано с сим-

метричностью рассматриваемой задачи. Заметим, что таким подобием раз-

личных проекций фазовых портретов обладают и двухтактные хаотические

аттракторы.

Следует особо подчеркнуть, что хаотические аттракторы являются ти-

пичными установившимися режимами рассматриваемой детерминированной

динамической системы. Нами были найдены значительные интервалы изме-

нения параметра N1, в которых существуют хаотические аттракторы. Вкрат-

це упомянем, что также были исследованы бифуркации системы (6.41) при

изменении параметров α и N3. Эти исследования позволили обнаружить об-
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ширные области в пространстве параметров системы (6.41), в которых суще-

ствуют хаотические аттракторы различных типов.

В заключение отметим, что было проведено сравнение результатов для

случаев идеального и неидеального возбуждения колебаний жидкости. Как

мы уже отмечали, система уравнений для случая идеального возбуждения

может быть легко получена из системы (6.41). Для случая идеального воз-

буждения третье уравнение в системе (6.41) следует отбросить, а в остав-

шихся четырех уравнениях считать β не неизвестной функцией, а заданной

постоянной величиной. Так, преобразованная система была численно проин-

тегрирована при выполнении условий (6.42) и N1 ∈ (−2.1,−0.3). Значение

β изменялось в интервале β ∈ (2β1, 2β2), где β1 и β2, соответственно, ми-

нимальное и максимальное значение амплитуд колебаний β в установивших-

ся режимах случая неидеального возбуждения. Проведенное численное ин-

тегрирование позволило установить, что в случае идеального возбуждения

единственными аттракторами данной системы уравнений, при так выбран-

ных значениях параметров, являются только устойчивые положения равно-

весия. Этот результат подтверждает результаты работ [43, 202] об отсутствии

хаотических аттракторов при идеальном возбуждении параметрических ко-

лебаний. На практике, все источники возбуждения являются неидеальными.

Поэтому применение "идеальных" расчетных моделей приводит к получе-

нию неверных результатов, так как исключается возможность обнаружения

целых классов установившихся колебательных режимов, в том числе и хао-

тических.

6.4 Выводы по главе

Таким образом, применение более корректных, чем применявшиеся ра-

нее, принципов математического моделирования нелинейных процессов вза-

имодействия между баком, заполненным жидкостью, и электродвигателем

ограниченной мощности позволило получить следующие результаты:
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1. Исследовать влияние параметров бака, жидкости и источника возбуж-

дения колебаний (электродвигателя) на возникновение, развитие и исчезно-

вение детерминированного хаоса.

2. Установить существование нескольких типов хаотических аттрак-

торов исследуемых детерминированных динамических систем типа "бак с

жидкостью–электродвигатель", в том числе так называемых одномодовых и

двумодовых аттракторов.

3. Обнаружить и описать новый сценарий перехода к хаосу, который

обобщает классический сценарий Помо–Манневилля.

4. Построить и тщательно проанализировать основные характеристики

хаотических аттракторов системы, а именно ляпуновские характеристиче-

ские показатели, фазовые портреты, сечения и отображения Пуанкаре, рас-

пределения естественной инвариантной меры, распределения спектральной

плотности.

5. Выявить существование хаотических аттракторов в случае парамет-

рического резонанса в системе, что ранее считалось невозможным.

6. Показать, что переход к хаосу может происходить по различным сце-

нариям, таким как: каскад бифуркаций удвоения периода (сценарий Фейген-

баума), перемежаемость (классическая и обобщенная), жесткий переход.

7. Выделить случаи, в которых хаотическая динамика полученной систе-

мы дифференциальных уравнений пятого порядка может быть аппроксими-

рована при помощи одномерного дискретного отображения.

8. Показать, что хаотические аттракторы являются типичными аттрак-

торами для систем "бак с жидкостью–электродвигатель". В пространстве па-

раметров этих систем найдены обширные области, в которых существуют

хаотические движения.

9. Локализовать области в фазовом пространстве, в которых хаотиче-

ский аттрактор является единственным аттрактором соответствующей си-

стемы дифференциальных уравнений.



Выводы

Таким образом, в диссертации получены следующие новые научные резуль-

таты.

Для маятниковых систем:

1. Применен новый подход, благодаря которому построены энергетиче-

ски корректные математические модели некоторых маятниковых систем как

в виде систем дифференциальных уравнений без отклонения аргумента, так

и в виде систем дифференциальных уравнений с запаздыванием, а также в

виде систем дифференциальных уравнений нейтрального типа.

2. Впервые показано существование хаотических аттракторов у рассмот-

ренных маятниковых систем, несмотря на то, что их существование в неко-

торых случаях ранее считалось невозможным.

3. Подробно проанализировано влияние параметров маятника и источни-

ка возбуждения его колебаний (электродвигателя) на возникновение, разви-

тие и исчезновение детерминированного хаоса. Описаны сценарии перехода

от регулярных колебаний к хаотическим и наоборот.

4. Получены фазопараметрические характеристики и спектры ляпунов-

ских характеристических показателей систем. Построены и детально проана-

лизированы фазовые портреты, сечения и отображения Пуанкаре, распреде-

ления естественной инвариантной меры и распределения спектральной плот-

ности хаотических аттракторов.

5. Показано, что наличие запаздывания в системах "маятник–

электродвигатель" приводит к существенному увеличению количества уста-

новившихся режимов взаимодействия.

304
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6. Установлено, что запаздывание может играть роль своеобразного энер-

гетического регулятора, приводящего к появлению необычных установив-

шихся режимов взаимодействия, при которых скорость вращения вала дви-

гателя достигает значений, превышающих скорость вращения вала без коле-

бательной нагрузки.

7. Доказано, что в некоторых областях в пространстве параметров рас-

смотренных систем запаздывание, фактически, играет роль управляющего

воздействия при стабилизации (дестабилизации) колебаний маятника.

Для систем "генератор–пьзокерамический излучатель" :

1. Исследована новая математическая модель, описывающая процесс вза-

имодействия колебательных режимов пьезокерамического излучателя и за-

дающего электрогенератора.

2. В данной детерминированной системе было обнаружено несколько ти-

пов хаотических аттракторов, в том числе и два типа гиперхаотических.

3. Установлены и объяснены заметные отличия в фазовых портретах,

сечениях и отображениях Пуанкаре, распределениях инвариантной меры и

спектральной плотности у существующих в системе хаотических аттракто-

ров.

4. Показано, что системе присущи многие из, встречающихся в нелиней-

ной динамике, сценариев перехода от регулярных движений к хаотическим.

Обнаружены переходы "порядок–хаос" по сценарию Фейгенбаума, через пе-

ремежаемость первого типа по Помо–Манневиллю, жесткие переходы к хаосу.

5. Для изучения влияния различных факторов запаздывания построена

математическая модель системы в виде системы дифференциальных уравне-

ний с отклоняющимся аргументом.

6. Показано, что факторы запаздывания существенно влияют на динами-

ку системы. При изменениях значений запаздывания в системе наблюдается

большое разнообразие изменений типа установившихся режимов вида "хаос–

порядок"или "порядок–хаос–порядок–хаос".

7. Установлено, что существование детерминированного хаоса в системе
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объясняется, главным образом, взаимодействием между подсистемами (гене-

ратором и излучателем), а не автономными свойствами каждой из подсистем

в отдельности.

Для систем "бак с жидкостью–электродвигатель":

1. Исследовано влияние параметров бака, жидкости и источника возбуж-

дения колебаний (электродвигателя) на возникновение, развитие и исчезно-

вение детерминированного хаоса.

2. Установлено существование нескольких типов хаотических аттрак-

торов исследуемых детерминированных динамических систем типа "бак с

жидкостью–электродвигатель", в том числе так называемых одномодовых и

двумодовых аттракторов.

3. Обнаружен и описан новый сценарий перехода к хаосу, который обоб-

щает классический сценарий Помо–Манневилля.

4. Построены и тщательно проанализированы основные характеристики

хаотических аттракторов системы, а именно ляпуновские характеристиче-

ские показатели, фазовые портреты, сечения и отображения Пуанкаре, рас-

пределения естественной инвариантной меры, распределения спектральной

плотности.

5. Выявлено существование хаотических аттракторов в случае парамет-

рического резонанса в системе, что ранее считалось невозможным.

6. Показано, что переход к хаосу может происходить по различным сце-

нариям, таким как: каскад бифуркаций удвоения периода (сценарий Фейген-

баума), перемежаемость (классическая и обобщенная), жесткий переход.

7. Выделены случаи, в которых хаотическая динамика полученной си-

стемы дифференциальных уравнений пятого порядка может быть аппрокси-

мирована при помощи одномерного дискретного отображения.

8. Показано, что хаотические аттракторы являются типичными аттрак-

торами для систем "бак с жидкостью–электродвигатель". В пространстве па-

раметров этих систем найдены обширные области, в которых существуют

хаотические движения.
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9. Локализованы области в фазовом пространстве, в которых хаотиче-

ский аттрактор является единственным аттрактором соответствующей систе-

мы дифференциальных уравнений.
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